Eine Aufgabe zu Taylorpolynom, zwei Aufgaben zu Potenzreihen und eine
Aufgabe zu rekursiv definierten Folgen

Aufgabe (Taylorpolynom)

Die Funktion f : (—1,00) — R sei gegeben durch f(x) = °
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(a) Man finde die allgemeine Formel fiir die n-te Ableitung von f und beweise diese mittels
vollstindiger Induktion.

(b) Man berechne das Taylorpolynom 2. Grades mit Entwicklungspunkt xg = 2 und schitze das
Restglied auf dem Intervall [1, 3] ab.

Losung:
(a) Esgilt f'(z) = m f(x) = (1+a: 1o und M(x) = ﬁ. Wir vermuten, dass fiir n > 1
!
(n) — (-1 ntl_ ™
P @) = ()

gilt und beweisen die Formel mit vollstindiger Induktion.
Induktionsanfang: s.o.

Induktionsvoraussetzung: Die Formel gilt fiir ein n > 1.
Induktionsschritt:

n! / —nl(n+ 1)1+ x)"
FOHD () = (Fl)nHW) = (-1t Elixigng )

" n+1)!
=(=1) +2(1(_|_:L,)n)+2'

Fiir die folgenden Teilaufgaben bendtigen wir die Ableitungen an der Stelle 2:

!
FM(2) = (_1)n+1%7 n>1

(b) Es gilt
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Fiir z € [1, 3] und ein £ zwischen x und 2 gilt
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Aufgabe (Potenzreihen)
Fiir welche = € R konvergieren folgende Potenzreihen?
- 1k — 3F + (—2)F %
;x+2 ( k) (b);k(xﬂ)



Losung:
(a) Esgilt
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Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe absolut falls |z + 2| < 1 ist, was fiir z €
(—3,—1) gilt. Auf R \ [—3, —1] ist die Reihe divergent. In den Randpunkten z € {—1, —3} ist die

k k
Reihe auch divergent, weil fiir diese Punkte |z + 2|k<1 + %) = (1 + %) — e gilt, d.h. die
notwendige Konvergenzbedingung ist nicht erfiillt.

| =1z +2]

(b) Es gilt
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Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe absolut konvergent, wenn 3|z + 1| < 1 ist, was fiir z €
(— %, —%) gilt. Auf R\ [— %, — %} ist die Reihe divergent. Es bleibt die Untersuchung der Randpunkte.
Fir x = —% gilt
3¢+ (=2)F 4 R34+ (=20 _ (=DF 2

——+ 1) =(-1 = =
(=307 =0 ks
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Die Reihen ) 72, (7,1  und Yoy ]3—;6 sind konvergent. Also ist die Potenzreihe aus der Aufgaben-
stellung konvergent fiir x = —%.

Firx = —% gilt

F(=2F 2 3+ (=2F 1 (—=2)*

(=3 +1) 3k FUF ) =h

Wegen (;i)k — 0 gibtes zu e = 1 ein N(3) so, dass \(;i)k | < 1 fiiralle k > N (1) gilt. Damit gilt
bp > +(1— 1) =5 firk > N(3).
Die Reihe 21211 i ist divergent und somit ist fiir z = —% auch die Potenzreihe (b) divergent nach
dem Minorantenkriterium.
Aufgabe (Folgen)

(a) Die Folge (z,)nen sei rekursiv definiert durch
xo,21 € R und p490 = xpy1 —xn, firn e N.

Fiir welche Startwerte g und x; konvergiert die Folge? Man gebe gegebenenfalls den Grenz-
wert an.



(b) Esseien a,b € R mita > 0und b > 2 gegeben. Die Folge (x,)nen sei definiert durch

Ty +a

b

z0=0, xpy1= , n&€N.

(i) Man zeige: Ist 0 < x,, < a,soistauch 0 < z,,41 < a.
(i) Man zeige: Die Folge ist monoton.

(iii) Ist die Folge konvergent? Man berechne gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung
(a) Firn > 0 gilt

Tn+3 = Tp+2 — Tn+l = Tp+l — Lp — Tp4l = —Tn- (D
Es folgt

e 3, = (—1)"xo. Beweis mit vollst. Ind.:
IA: 230 = (—1)%0, IV: 3, = (—1)"wp, IBeh.: x3(,41) = (—1)"zp =
1V
IBew.: $3(n+1) = I3p4+3 = —T3p (:) _(—1)nfL‘n = (—1)TL+11‘0
e 23,11 = (—1)"x;. Bew. analog zum obigen.
® 23,19 =(—1)"zy = (—1)"(x1 — x0). Bew. analog zum obigen.

Damit (z,,) konvergiert, miissen alle Teilfolgen konvergieren und zwar gegen den gleichen Grenz-
wert. Damit (x3,) konvergiert, muss zp = 0 sein, ansonsten hitte die Folge zwei verschiedene
Hiufungspunkte z¢ und —z¢. Genauso muss z1 = 0 sein, damit (x3,1) konvergiert. Mit der Wahl
xo = x1 = 0 ist auch die Teilfolge (x3,+2) konstant und somit konvergent.

Fiir xg = 21 = 0 sind also alle Teilfolgen konstant gleich 0. Bei dieser Wahl ist (z,,) konvergent. Fiir
jede andere Wahl von x und x; ist (x,,) divergent.

(b) (i) Sei 0 < a, < a, dann gilt 2,4, = 2% < “Jga 'z %“
(i) Beweis der Monotonie mit vollst. Induktion

[A:xg =0< 3 =215 Vi1 <2y fiireinn > 1; [Beh: v, < @4

1V
Inta ( >) Tpn—1+ta
b

= Q.

IBew: xp 41 = > = Tn.

(iii) Nach (i) ist die Folge (z,,) beschriankt und nach (ii) monoton. Damit konvergiert die Folge gegen
ein ¢ € [0, a], welches, wegen lim,, oo T, = lim, oo Tnt1, die Gleichung x = % 16sen muss.
Man erhilt x = ;%5.



