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Begriffe an die wir uns erinnern:

Seien K = R oder C und M C R™.

e Funktionenfolge:
fr : M — K. Dann (f) definiert durch

(fx(®)), 2 € M.

e Funktionenreihe:
(fx) Funktionenfolge, f : M — K. Dann: (Fy) mit

Fy(x) == Y3 fu(z), @ € M,

Folge von Partialsummen!

e Punktweise (absolute) Konvergenz, Grenzfunktion:
S5 fr punktweise konvergent auf M < Y72, fi(x) konvergent fiir alle x € M

S fr punktweise absolut konvergent auf M < >°2° | fi(x)| < oo fir alle x € M

f:N—K f(x):=X,fu(x),N:={x e M:>%, f(x) konv.}

heifit Grenzfunktion von Y 72 fi.

e Supremums-Norm:
M C R" beliebig, f : M — K. Dann:

[ lar := supgen | f(@)] = sup{[f ()| : ® € M}.




f beschrénkt auf M < || f||x < oo.

Bem.: f: K — K stetig, K C R™ kompakt = Es gibt &g € K mit |f(xo)| = || f]|x-

e Normale Konvergenz:
>oieo fr mit fi : M — K beschrénkt. Dann: >°7° ;) fx normal konvergent auf M <

2o | frllar < oo

e Cauchykriterium fiir normale Konvergenz:
fr o M — Kmit 322, || fel|m < co. Dann:
> oo fx normal konvergent auf M =

Ve >0 dkyeN VM > ko : ||ZII::k:0+1 szHM < €.

o Stetigkeitskriterium:
(fr) mit fi : M — K stetig, || fx||s» < oo. Dann:

Ve>0 FkoeN Vu>ko: || Xip s felln < €= 332 fe punktweise konvergent
auf M und f:= 372, fi stetig!

e Weierstra3-Kriterium:
(fe) mit fr : M — K stetig, (ax) mit a > 0,372, ar < co. Dann gilt:

|| fillar < ay fiir fast alle k € N = >°7° ) fr normal konvergent.

Insbesondere folgt f :=>"72, fi stetig auf M.

e Potenzreihen:
(¢n) Folge von Zahlen ¢, € C,a € C. Dann heift

P(z) =3 cnlz —a).

Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Die Zahlen ¢,, heiflen Koeffizienten der Po-
tenzreihe.

— Konvergenzverhalten:
P(z) := Y32 ca(z — a)™ konvergiert fiir zo € C, zg # a =

P(z) und P'(z) := 332 nea(z —a)™ L

konvergieren auf M := D, (a) normal fiir jedes r € (0,|zp — al).



— Konvergenzradius:
Definiert man als Konvergenzradius

R := sup{r = |20 — a| : P(z) konvergent}.

so gilt
x P(z) konvergiert auf D,(zy) normal (und damit punktweise absolut) fiir
jedes r € (0, R).
* P(zp) divergiert fiir alle zg € C: |29 — a| > R.

— Konvergenzradiusberechnung:

* Quotientenkriterium. Fiir die Koeffizientenfolge (c,) gelte: ¢, # 0 fiir fast
alle n € N und |C§ﬁ| konvergent. Dann

Cn
Cn+1

R =1lim, . |

* Allgemein giiltig ist die Formel von Hadamard: P(z) habe den Konver-
genzradius R. Dann gilt:

¥ | R= .—+, faHS hmn_>oo \n/ |Cn| 7é 0.

hmnaoo S ‘Cn |

* R=o00 falls  lim, . {/|cn| = 0.

* R=0 falls  lim, o {/|ca| = 0.

— Stetigkeit:
P(z) habe den Konvergenzradius R > O(evt. R = co). Dann gilt:

P : Dg(a) — K| ist stetig auf Dg(a).

— Wichtige Beispiele:
a) Die geometrische Reihe

f(z) =202 2™

mit Konvergenzradius R = 1, Entwicklungspunkt a = 0.
b) Exponentialfunktion

exp(z) == X3l Z_T

mit Konvergenzradius R = oo, Entwicklungspunkt a = 0.
c) Sinus/Cosinus: Aus der Eulerschen Formel e = cosx + isinx bzw.

eix + efim
cosy = ————
2
und , ,
- w_ p—iw
SINT = -
21
erhalt man:

COS( ) Zk 0 (ziln 2n-

: D" _2n+1
sin(z) == >0, 2n+1),x nt+l




