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Eine elementare, effiziente Form ganze rationale Funktionen zu approximieren kann unter
Verwendung des Horner-Schemas implementiert werden. Im Folgenden zeigen wir, wie
man eine Linearisierung einer ganzen rationalen Funktion arithmetisch gewinnen kann.

Seien K = R oder K = C und P,[z] der Vektorraum der Polynomen in der Unbestimmten
x iber dem Koérper K vom Grad d < n. D.h.: p(x) € P, ist der Form

p(x):Zaixi7 a, €K, a;#0, a4,=0, k=1,..,n-d

Wir betrachten die Division von p(z) durch ein Polynom ¢(x) ersten Grades. Dazu setzen
wir po(z) = p(z), ¢(z) =2 —a a € K und verwenden den euklidischen Algorithmus:

po(x) = (x — a)pi(x) + by,
p1(z) = (x — a)pa(x) + by,

éon,l(x) = (x — a)pn(z) + by_1,
pn(x) = Up

Die obige Iteration bricht ab, weil p(x) € P,[z] und wir haben p,(z) = b, € K.
Durch Riicksubstitution erhalten wir eine Darstellung des Polynoms nach Potenzen von
(x —a):

po(z) =bo + (x — a)pi ()
po(x) = by + bi(z — a) + pa(z)(z — a)?
po(x) = by + by(x — a) + ba(x — a)? + p3(z)(z — a)?

po(I) =by+ bl(l’ — a) + bg(m — a,)z 4+ bn(l‘ _ a)n.



Damit haben wir, konstruktiv, eine Abbildung von P,[z]| in P,[z — a] definiert. Diese Ab-
bildung heifit Translation.

Das erhaltene Polynom entspricht dem n-ten Taylorpolynom von p(z) in a und wir haben
ein Polynom, das die eingangs formulierte Approximationsaufgabe 16st. Ein Beweis dieser
letzten Aussage wird im Rahmen der Ubung bzw. Ubungsaufgaben formuliert.

Die Koeffizienten b; € K lassen sich, unter Verwendung des Horner-Schemas berechnen.

Das Horner-Schema entsteht als Abstraktion des Polynomdivisions-Algorithmus-Schemas.
Wir zeigen es in drei Schritten fiir p(x),q(x) € P3[x] iiber R mit

plx) =po(z) =2® — 622+ 11z —6, qx)=x—1
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Die erste Zeile enthélt die Koeffizienten von pg(x). Die zweite wird aus Teilergebnisse



gebildet. Die dritte enthilt die Koeffizienten von p;(z) und by. Iterativ, erhilt man

b1 =2,bp=-3,b3=1
und damit

2 —1) = 3(x —1)* + (z — 1)3



