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1. Präsentationsaufgabe Teil I (5 Punkte)
Es sei f : R

2 → R
2, f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) eine Funktion, die die Cauchy-Riemannschen-

Differentialgleichungen
ux = vy uy = −vx

erfüllt.
Man beweise, dass für jedes a ∈ R

2 die Ableitung Df(a) eine Drehstreckung definiert.
Man berechne den Streckungsfaktor und den Drehwinkel dieser Abbildung.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei n ∈ N. Wir definieren die (n-dimensionale) Polarkoordinatenabbildung Pn : R

n →
R

n durch

Pn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) = (r cosϕ1 cosϕ2 . . . cos ϕn−1, r sin ϕ1 cosϕ2 . . . cos ϕn−1,

r sin ϕ2 . . . cosϕn−1, . . . , r sin ϕn−2 cos ϕn−1, r sin ϕn−1)

a) Man gebe eine rekursive Darstellung für Pn.

b) Man zeige ‖Pn(r, ϕ1, . . . , ϕn−1) ‖ = |r|

c) Man berechne die Jacobimatrix Jn+1 von Pn+1 und zeige, dass die Spalten der Jacobi-
matrix ein Orthogonalsystem bilden.

d) Aus c) folgt insbesondere, dass JT
n+1Jn+1 = D für eine Diagonalmatrix D ist. Man

nutze dies, um

det Jn+1(r, ϕ1, . . . , ϕn) = rn
n

∏

k=2

cosk−1 ϕk

zu zeigen.



3. Aufgabe (5 Punkte)

a) Es sei x0 ∈ R
n, n ≥ 2 gegeben. Wir definieren die Funktion un : R

n \ {x0} → R wie
folgt.

un(x) =

{

ln(‖x − x0‖) n = 2

1/‖x − x0‖
n−2 n ≥ 3.

Man zeige, dass un für n ≥ 2 eine harmonische Funktion ist.

b) Man zeige, dass F : R
n × (0,∞) → R gegeben durch

F (x, t) = t−n/2 exp
(−‖x‖2

4t

)

die Wärmeleitungsgleichung

∂F

∂t
(x, t) =

n
∑

k=1

∂2F

∂x2
k

(x, t)

löst.

4. Präsentationsaufgabe Teil II (5 Punkte)
Es sei f : R

2 → R eine differenzierbare Funktion mit fx(x, y) + fy(x, y) = 0. Man zeige,
dass es eine Funktion g : R → R mit f(x, y) = g(x − y) gibt.


