Losungen - Analysis II - Februar-Klausur 2008
Aufgabe 1

Seien z,y, z € R™. Nachrechnen der Metrikeigenschaften

(ii) es sei 0 = dp(z,y) = Y. i, d(xi,y;). Dann folgt, da d(x;,y;) > 0, dass d(z;,y;) = 0 fiir alle i. Da d
Metrik ist, folgt x; = y; Vi und damit x = y.

(iii) d,, ist auch symmetrisch
(iV) dn(x, y) = Z?:l d(xiayi) < Z?:l(d(xia ZZ) +d(yia Zz)) = 22;1 d(xi, Zz) +Z?=1 d(yia Zl) = dn(fv Z) +
dn(y, 2).
Aufgabe 2
(i) Ye >0 3N, > 0: |f(x) — fu(z)| <eVn > N,z € X.

(ii) (a) Die Funktionenfolge f, konvergiert punktweise gegen f(z) = 1.
Untersuchung auf glm. Konvergenz:

_ n?—n?—sin(nx) 1 1 1 _.
|fn($)—f($)|—| |§n2+s < <es=n> E+1_Ne

n2+sin(nz) in(nz) — n2-1

1 falls x > 0
(b) Die Funktionenfolge g, konvergiert punktweise gegen g(z) =< 0 falls z = 0.
—1 fallsx <0

Die Funktionen g, sind stetig auf R, die Grenzfunktion g aber nicht. Also kann die Funktio-
nenfolge g, nicht gleichméfBig gegen g konvergieren.

Aufgabe 3
(i) U D A, dasinl # 0.
(ii) Zum Beispiel ist U; eine endliche Uberdeckung.

(iii) A ist nicht kompakt, da es nicht beschrénkt ist: A = {kw, k € Z}.

Aufgabe 4

Definieren zur Abkiirzung A = {(x,y) € R? : 2 # 0,y # 0}. Weiter sei X die x-Achse ohne den Nullpunkt,
Y die y-Achse ohne den Nullpunkt.
(i) (a) f ist stetig auf A (als Komposition stetiger Funktionen).
(b) f ist nicht stetig auf X: Sei (z,0) € X,  # 0. Dann ist f(x,0) = 0 aber lim,, . f(z, L) =
limy, oo (22 + 5) = 22 # 0.
Analog zeigt man, dass f nicht stetig in Y ist.
(c) f ist stetig in (0,0): Es gilt 0 < f(z,y) < 22 + y*. Da 22 + y* stetig auf R? ist, gilt
lim(; 4)—(0,0) (2% + y*) = 0. Damit ist auch lim(, ,)_.(0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0).
) auf A existieren alle partiellen Ableitungen: d; f(x,y) = 2z, o f (x,y) = 43>
b) auf X existiert nur 9y f(x,0) = 0. Die zweite partielle Ableitung existiert nicht.
) auf Y existiert nur 92 f(0,y) = 0. Die erste partielle Ableitung existiert nicht.
(d) im Nullpunkt existieren alle partiellen Ableitungen: 94 f(0,0) = 92 f(0,0) = 0.

In den Fallen (b)-(d) muss man natuerlich mit Richtungsableitungen und Differenzenquotienten
argumentieren.

(iii) (a) f ist differenzierbar auf der offenen Menge A, da dort alle partiellen Ableitungen existieren
und stetig sind.



(b) f ist weder auf X noch auf Y differenzierbar, weil f dort nicht einmal stetig ist.

(c) f ist im Nullpunkt differenzierbar mit f/(0,0) = 0. Es gilt f(hy, hy)—f(0,0)—f'(0,0)(hy, hy) =
h2 + hy, < hZ + h2 = ||h||? falls h, < 1. Daraus folgt dann auch die gewiinschte Eigenschaft
des Restglieds.

Aufgabe 5

(i) Die Mannigfaltigkeit wird durch eine Gleichungsrestriktion f(z) = 0 beschrieben.

. 2z 2 0
Es1stf’(x,y,z)—{2x g 22]'

Untersuchen f’(x,y, z) auf Surjektivitdt: f/ ist nicht surjektiv, wenn mindestens zwei der drei Ko-
ordinaten Null sind.

Ist y = 0 folgt |z| = 1 und |z| = v/3. Ebenso folgt aus z = 0, dass z,y # 0 sind. Analog fiir z = 0.
Damit folgt, dass auf M mindestens zwei Koordinaten nicht Null sind, und f’ ist surjektiv.

Die Funktion f ist eine C°°-Abbildung von R?® nach R2.

Also ist M eine eindimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit des R3.

1
(ii) Wahlen Vp = kernf’(0,1,2) = span{| 0 |}. Also entspricht V; der x-Achse.
0

Die lokale Parametrisierung g ist dann gegeben durch g(z,vy,2) = (z,V1 — 22, —/4 — 22).

Aufgabe 6

Die Losung ist y(z) = —e=*"/3_ Rechenweg: (a) Trennung der Verénderlichen oder (b) Division durch y
ergibt eine lineare DGI.



