Losungen - Analysis II - April-Klausur 2008

Anmerkungen:
e Punkte werden von den Studenten verdient, nicht von den Korrekteuren gegeben.

e Es werden Folgefehlerpunkte gegeben, wird allerdings die Aufgabe durch den Fehler signifikant
leichter, gibt es nicht die volle Punktzahl nach dem Fehler.

e Die Klausuren wurden nur soweit korrigiert, bis klar war, was das Ergebnis ist.

Aufgabe 1

Seien z,y, z € R™. Nachrechnen der Metrikeigenschaften

(i) (a) d(z,y) > 0 nach Definition, da eine Anzahl immer nicht-negativ ist. Es sei 0 = d(«,y). Das
heisst, die Anzahl der Indizes, fiir die x; # y; ist, ist Null. Daraus folgt: z; = y; fiir alle 3.
Damit gilt x = y.

(b) d ist auch symmetrisch: {i: z; # y;} = {i: y; # x;}.

(c) Nachweis des Hinweises: Sei j € {i : z; # y;}. Dann ist z; # y;. Gilt nun einerseits z; = z; folgt
y; # 25, also j € {i : y; # 2z;}. Gilt andererseits y; = z; folgt x; # z;, also j € {i : x; # 2}
Damit ist der Hinweis bewiesen.

(d) Dreiecksungleichung:
dl@,y)=Hita #yd < {icai# zd0{icy # 2 S Wi as # 2+ {0y # 2} = d(z, 2)+d(y, 2).

(i) d(z,y) <1/2 & [{i:zi Ay} <1/2 & [{i:zi#y}[ =0 o w=y. = Byp)={r}.
Einelementige Mengen {z} sind offen, da sie die offene Kugel B /5(z) enthalten.
Aufgabe 2

1 fallsz=0
e fallsx #0

Die Funktionen f, sind stetig auf R, die Grenzfunktion f aber nicht.

(i) Die Funktionenfolge f,, konvergiert punktweise gegen f(z) = {

Also kann die Funktionenfolge f,, nicht gleichméfig gegen f konvergieren.

Aufgabe 3
(i) Definition
(ii) Es gilt
f(z+h) = (a,z)* + 2(a,z){a, h) + (a, h)?
Definiere L(h) := 2{a, x)(a, h). L fiir festes z ist eine lineare Abbildung in h. Und es gilt

|[f(@+h) = f() = L()| = [{a, h)*| < |Jal*[|1]]*.

Man bekommt also
po B = f(2) = D)

=0.
h=0 2]

Aufgabe 4

Die Ableitung von f ist f'(x) = 1 —sinz. Das bedeutet, f ist lokal umkehrbar falls f'(x) =1 —sinxz # 0.
Also fiir alle ¢ {§ + 2km, k € Z}. Die Ableitung der Umkehrfunktion ist FEV (f(x) =

1
l—sinx’



Aufgabe 5

(i)

Die Mannigfaltigkeit wird durch eine Gleichungsrestriktion g(z) = 0 beschrieben.
Esist ¢'(z,y) =y =z |

Untersuchen ¢'(z, y) auf Surjektivitét: ¢’ ist surjektiv, wenn wenigstens eine der beiden Koordinaten
nicht Null ist. Punkte mit x = 0 oder y = 0 liegen aber gar nicht in M!

Also ist ¢’ auf M surjektiv.
Die Funktion g ist eine C*°-Abbildung von R? nach R*!.

Also ist M eine (2 — 1)=ein-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R?.

Lagrangefunktion L = 22 + y? + (A(wy — 1). Wir suchen Losungen des Gleichungssystems

L,(z,y,\) = 2+ Ay =0 (1)
Ly(z,y,\) = 2+ =0 (2)
xy—1=0. (3)

Wir ersetzen in (1) und (2) y durch 1/z. Das funktioniert, da weder x noch y Null werden auf M.
Wir erhalten die Gleichungen 2z + A/z = 0 und 2/z + Az = 0. Auflésen der ersten nach A und
einsetzen in die zweite ergibt £ = 1 mit den Lésungen x; = 1 und 25 = —1. Dazu erhaelt man
y1=1LA A =—-2und yo = -1, A= -2.

Extremwertverddchtige Punkte: (1,1) und (—1,—1).

Die Punkte (n,1/n),n € N liegen alle auf M. Aber es gilt lim,,_,o f(n,1/n) = +00. = f kann ist
auf M nicht nach oben beschriankt, es existiert damit kein globales Maximum.

Aufgabe 6

Die Losung ist y(z) = 1 + e=e"/3, Rechenweg: Losungsformel, Variation der Konstanten, Trennung der

Veranderlichen etc.

Die Losung ist eindeutig, da es sich hier um eine lineare Differentialgleichung mit vorgegebenen Anfangs-

wert handelt.



