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Lésungsvorschlige zur 2. Ubung Analysis II

Hausaufgaben:

2. Seid:R x R — R definiert durch d(x,y) = | arctanx — arctany|. Zeigen Sie: (6 Punkte)

(a)
(b)
()

d definiert eine Metrik auf R.
Der metrische Raum (R, d) ist nicht vollsténdig.
Sei U C R. Dann ist U genau dann offen in (R,d), wenn U offen in (R, d") ist.

Loésungsskizze:

(a)
(b)

Da der Arcus-Tangens injektiv (von R nach (—7/2,7/2)) ist, ist die Abbildung d eine
Metrik (siehe Blatt 1 Hausaufgabe 2).

Definiere x,, = n. Dann ist lim,,_, arctan(z,) = /2.

Diese Folge ist eine Cauchyfolge: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert — weil die folge
(arctan(z,)) eine CF in (R,d') ist — ein N, mit |arctan(z,) — arctan(x,,)| < e fiir
n,m > N. Damit bekommen wir:

d(xp, ) = |arctan(x, ) — arctan(z,, )| < e Vm,n > N..

Diese Folge konvergiert nicht in (R,d): Sei x € R ein beliebiger Punkt. Wir zei-
gen, dass x, nicht gegen z konvergiert. Da arctan(x) # 7/2 ist, existiert ein N, mit
|arctan(x,) — /2| < 1/2]arctan(z) — 7/2| fiir alle n > N,. Aus der Dreiecksunglei-
chung | arctan(z) — /2| < | arctan(z) — arctan(x,, )| + | arctan(x,, ) — m/2| folgt

|arctan(z) — arctan(z,,)| > | arctan(z) — w/2| — | arctan(z,,) — 7 /2]
> 1/2|arctan(z) — /2| >0 Vn > N,.

Das heisst, ab einem bestimmten Index ist der Abstand von z,, und x grofler als eine
feste positive Zahl. Damit kann (z,,) nicht gegen = konvergieren.

Teil 1: Sei U offen in (R, d).

Sei x € U. Dann existiert € > 0, so dass B¢(x) C U. Aus dem Mittelwertsatz bekom-
men wir

d(z,y) = |arctanxz — arctany| = —y| < |z —y| = d*(z,y).

L
x
1+¢2

Damit folgt aus d'(x,y) < € auch d(z,y) < €, also B3 (z) C B4(x) C U. Wir haben
also die Existenz eines € gezeigt, so dass B4 () in U enthalten ist. Damit ist U offen
in (R, d").

Teil 2: Sei U offen in (R, d').

Sei # € U. Dann existiert € > 0, so dass B4 (x) C U. Wir miissen die Existenz einer
Zahl § > 0 zeigen, so dass B¢(x) C U ist.

Sei also ¢ > 0 so klein, dass arctan(z) = 6 € (—7/2,7/2) ist. Die offene Kugel um =z

in der d-Metrik sieht dann so aus:
Bi(z) ={y € R: d(z,y) = |arctanz — arctany| < &}
={y € R: arctany € (arctanz — §, arctanz + )}
={y €R: y € arctan™ ' ((arctanz — 4, arctanz + 4)) } .
Das bedeutet, diese Kugel besteht aus allen Zahlen, die im Urbild eines offenen Inter-

valls in (R, d') liegen. Die Funktion arctan ist stetig von (R, d!) nach (R,d'), damit
ist das Urbild offener Mengen wieder offen in (R, d"). Damit ist Bg(z) offen in (R, d').



Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir kleine ¢ diese Kugel ganz in U oder vielleicht sogar
in Bd1(z) liegt:
Bh(z)={z€eR: d'(z,2) = |z — 2| < ¢}
={zeR:ze(x—¢cx+¢)}
={z€R: z € arctan” ' ((arctan(z — €), arctan(z +¢€)) }

Da arctan und arctan™! = tan monoton wachsend und stetig sind, gibt es ein § > 0
so dass

x — ¢ = arctan” ! (arctan(x — €)) < arctan” ' (arctanz — §) <

< arctan™! (arctanz + §) < arctan™ ! (arctan(z + €)) = = + €.

Fiir dieses ¢ ist damit Bg(z) C B3 (x) C U gezeigt. Also ist U offen in (R, d).
Hinweis: Eine Ungleichung analog zu der im Teil 1 benutzten gilt nicht: es gilt weder
|z —y| < |arctan(z) — arctan(y)| noch arctan |x — y| < | arctan(z) — arctan(y)| fiir alle
z,y € R. Setzt man © = n,y = n+ 1 dann bleiben fiir n — oo die linken Seiten dieser
Ungleichungen positiv wihrend die rechte Seite gegen Null geht.



