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3. Übungsblatt Analysis II

Abgabe der Hausaufgaben: Wegen des enormen Aufwandes zum Korrigieren der Hausaufga-
ben werden ab der dritten Hausaufgabe Einzelabgaben nicht mehr gewertet.

Übungsaufgaben: [werden in der Übung am 05.11.07 besprochen]

1. Seien A1 . . . An kompakte Mengen eines metrischen Raumes (X, d). Zeigen Sie, dass dann
auch

⋃n

i=1 Ai und
⋂n

i=1 Ai kompakt sind. Gilt die Aussage auch für unendliche Vereinigun-
gen bzw. Durchschnitte?

2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Menge A ⊂ X habe die Eigenschaft, dass man aus
jeder Folge in A eine in A konvergente Teilfolge auswählen kann. Dann ist A kompakt.

3. Es sei l2 der Raum aller reellen Zahlenfolgen (an), für die
∑

∞

n=0 a2
n konvergent ist. Die

Abbildung d mit

d(a, b) =

√

√

√

√

∞
∑

n=0

(an − bn)2

ist eine Metrik auf l2. Zeigen Sie, dass die Einheitskugel im (l2, d) nicht kompakt ist.

Tutoriumsaufgaben: [werden in den Tutorien vom 06.11.07 bis 09.11.07 besprochen]

1. Ist jede Überdeckung der rationalen Zahlen auch eine Überdeckung der reellen Zahlen?

2. Sei A = {0, 1} ∪
∞
⋃

n=1

{

1

2n

}

. Die Menge A wird für 0 < ε <
1

2
überdeckt von dem System

{(

1 − ε

2n
,
1 + ε

2n

)

, (1 − ε, 1 + ε), (−ε, ε)

}

∞

n=1

. Wählen Sie aus diesem System eine endliche

Überdeckung aus !

3. Sei A =

{

1

2n
, 1

}

∞

n=1

und das System

{(

1 − ε

2n
,
1 + ε

2n

)

, (1 − ε, 1 + ε)

}

∞

n=1

, 0 < ε <
1

2
.

Kann man eine endliche Überdeckung für A auswählen?

4. Sei E ⊂ R
k von offenen Mengen überdeckt. Man beweise, daß man aus dieser Überdeckung

eine höchstens abzählbare auswählen kann, die E überdeckt. Gilt diese Aussage für jeden
metrischen Raum?

5. Man finde eine Überdeckung der rationalen Zahlen mit offenen Intervallen (an, bn) mit
∞
∑

n=1
|an − bn| < ε für beliebiges ε > 0.

Hausaufgaben: [abgeben am 12.11.07]

1. Geben Sie ein Beispiel (mit vollständiger Begründung) eines metrischen Raumes an, in dem
für zwei Elemente x1 6= x2 gilt, dass Ur1

(x1) ⊂ Ur2
(x2) ist, obwohl r1 > r2 gilt. (2 Punkte)

2. Geben Sie ein Beispiel (natürlich mit Begründung) einer beschränkten und abgeschlossenen
Teilmenge des metrischen Raumes (R, darctan) an, die nicht kompakt ist. Hier ist darctan die
Arcustangens-Metrik aus Hausaufgabe 2 vom 2. Übungsblatt. (2 Punkte)

3. Beweisen oder Widerlegen Sie: Aus einer Überdeckung der kompakten Menge K ⊂ X mit
abgeschlossenen Teilmengen lässt sich eine endliche Überdeckung auswählen. Hierbei ist
(wie üblich) (X, d) metrischer Raum. (2 Punkte)

Bitte wenden!



4. (a) Sei (X, d) ein metrischer Raum und a ∈ X. Zeigen Sie, dass die Abbildung fa : X → R

mit fa(x) = d(a, x) stetig ist. Dabei ist R mit der Standardmetrik versehen.

(b) Sei ddiskret die diskrete Metrik. Ist die Abbildung g : R → R mit g(x) =

{

0 für x = 0

1 sonst

stetig von (R, ddiskret) nach R versehen mit der Standardmetrik? (4 Punkte)

5. Sei p(x, y) für x, y ∈ N, x 6= y, die größte Zahl p ∈ N, für die 2p ein Teiler von |x − y| ist.

Damit definieren wir die Abbildung d : N → N mit d(x, y) =

{

0 für x = y

2−p(x,y) sonst
.

Zeigen Sie: (3+2+2=7 Punkte)

(a) d ist eine Metrik auf N.

(b) Die Menge {4n + 1, n ∈ N} ist offen in (N, d).

(c) Die Folgen an = 2n und bn = 2n − 1 sind Cauchyfolgen in (N, d).

Zusatz: Sind die Folgen (an) und/oder (bn) konvergent in (N, d)? (2 Zusatzpunkte)


