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5. Ubungsblatt Analysis II

Abgabe der Hausaufgaben: Die Ubung am 26.11. fillt aus. Die Hausaufgaben werden in der
Vorlesung am 27.11. eingesammelt.

Bezeichnungen: Im Unterschied zum Skript werden wir folgende Bezeichnungen verwenden:

e Die Ableitung einer Funktion f : X — Y an der Stelle ¢ ist f'(zo), d.h. f'(xg) ist eine
(stetige) lineare Abbildung von X nach Y, f'(zg) € L(X,Y).

e Die Richtungsableitung einer Funktion f : X — Y an der Stelle zy in Richtung h € X
ist f/'(x0;h) € Y. Das Semikolon wird verwendet, um die Richtung h von der Stelle z¢ zu
unterscheiden. Die Schreibweise mit zg und h in einer Klammer soll deutlich machen, dass
die Abbildung h +— f’(xo; h) im Allgemeinen keine lineare Abbildung ist.

e Ist f an der Stelle z( differenzierbar, dann gilt f'(xzo;h) = f'(x0)h.

Ubungsaufgaben: [werden in der Ubung am 19.11.07 besprochen]

1. Es sei wieder C%([a,b]) der Raum stetiger Funktionen mit der Norm || - ||5up. Weiter sei
¢ : R — R eine stetige Funktion. Dann ist auch die Abbildung ®, f — ¢ o f, stetig von
(C%([a,b]), || - llsup) nach (CO((a, B]), || - llsup)-

Unter welchen Vorraussetzungen an ¢ ist ® differenzierbar? Wie sieht die Ableitung aus?

2. Der Differentialoperator D, f +— f’, ist stetig von (C*([a, b]), ||||c1) nach (C°([a, b]), || * lsup)-
Iss D auch differenzierbar? Wie kann man die Wirkung der Ableitung von D beschreiben?

3. Wie stehts um die Differenzierbarkeit des Integraloperators I, f — I f, (If)(z) = fax f(s)ds?

Tutoriumsaufgaben: [werden in den Tutorien vom 20.11.07 bis 23.11.07 besprochen)]

1. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden auf R™ definierten Abbildungen f. D.h. geben
Sie die lineare Abbildung f/(z¢) : R™ — R bzw. R™ oder R™" an.

(@) f(z)=(a,x) () fz)=(a,z)a (@ [flz)=(z,z)
(d) f(x) = (a,z)(b,z) () fla)=(x,x)x (f) fl) = vz )
(9) flz)=aa”

2. [Polarkoordinaten] Wir definieren die Abbildung P : R? — R? als

(r, @) — (rcos ¢, rsine).

(a) Skizzieren Sie die Bildmengen der Geraden r = const bzw. ¢ = const.

(b) P ist eine bijektive Abbildung von {(r,¢) € R?: 7 > 0, ¢ € [0,27)} nach R?\ {0}.

(c) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von P und deren Determinante. Ist die Abbildung
P differenzierbar?

D f 2 2 1 : : :
(d) Sei f:R*\ {0} — R?, (z,y) — \/m(x,y) Beschreiben Sie den Wertebereich von
f. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen von f und f o P|f(, ¢)er2:r0} und iiberpriifen

Sie die Kettenregel. Sind f und f o P|{(¢)er2:r0}y differenzierbar?




Hausaufgaben: [abgeben am 27.11.07]

1.

Sei f eine Abbildung von R? — R. Zeigen Sie: f ist stetig in zo = 0 genau dann, wenn gilt
lim, o f(P(r,¢)) = £(0). Insbesondere muss der Grenzwert von foP fiir r — 0 unabhéngig
von ¢ sein. (3 Punkte)

0 =0
. Gegeben ist die folgende Funktion g : R — R, g(x) = { *

In(1+z|) =#0
Berechnen Sie die einseitige Richtungsableitung

t\.0 t

von g im Nullpunkt in Abhéingigkeit von h € R. Ist g in zg = 0 differenzierbar? (2 Punkte)

Man beweise, dass fiir die Funktion f(x,y) = {¢/|xy| die partiellen Ableitungen %(07 0) und

T

%(O, 0) existieren, die Funktion f aber im Nullpunkt nicht differenzierbar ist. (3 Punkte)

Es sei ¢ : R — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie dass die Funktion z mit

z(z,y) = yo(a® — y?) eine Losung der Gleichung 122 + ig—; = % ist. (3 Punkte)
. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen jeweils alle partiellen Ableitungen. (4 Punkte)

(a) fR* = R? f(z,y)=2Y, (b)g:R* >R g(x)=axaz, (a €R?)



