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1. Aufgabe (4 Punkte)

Die Spur einer Matrix A = (aij)1≤i,j≤n ist die Summe ihrer Diagonalelemente, Spur(A) =
∑n

j=1
ajj.

a) Sei A ∈ MC

n×n und p das charakteristische Polynom von A. Zeige, dass p(0) = det A.

b) Sei A ∈ MC

2×2
und p das charakteristische Polynom von A. Zeige, dass

p(λ) = λ2 − (SpurA)λ + det A.

c) Sei

A =

(

1 2
2 1

)

.

Bestimme die Eigenwerte und Eigenräume von A, aufgefasst als lineare Abbildung in
R

2. Zeige, dass die Eigenräume senkrecht aufeinander stehen. Vergleiche die Summe
und das Produkt der Eigenwerte mit der Determinante und der Spur von A.

2. Aufgabe (2 Punkte)

Eine Matrix A ∈ MC

n×n heißt antihermitesch wenn A∗ = −A. Zeige, dass eine antiher-
mitesche Matrix nur rein imaginäre Eigenwerte haben kann, d.h. jeder Eigenwert λ hat
verschwindenden Realteil, Re λ = 0.

3. Aufgabe (3 Punkte)

Eine Matrix A ∈ MC

k×k heißt nilpotent, wenn es ein n ∈ N gibt, so dass An = 0 ist. Finde
ein Beispiel für eine nilpotente Matrix A 6= 0. Zeige allgemein, dass nilpotente Matrizen
nur den Eigenwert λ = 0 haben können.

4. Aufgabe (5 Punkte)

Sei V ein euklidischer bzw. unitärer Raum mit n := dim V und sei P ∈ L(V, V ) ein
(orthogonaler) Projektor. Beweise folgende Aussagen:

a) Nur 0 und 1 sind mögliche Eigenwerte von P .

b) Ist λ = 0 der einzige Eigenwert, so ist P = 0.

c) Ist λ = 1 der einzige Eigenwert, so ist P = I.

d) V ist die orthogonale Summe von N (P ) und W(P ): V = N (P )
⊥

⊕W(P ).



5. Aufgabe (6 Punkte)

a) Seien 〈V, (·, ·)〉 ein unitärer oder ein euklidischer Raum, U ein Teilraum von V ,
dim U =: k, und {b1, ..., bk} eine Orthonormalbasis in U . Zeige: durch

P : V → V, x 7→ Px :=
k

∑

j=1

(x, bj)bj

ist ein Projektor definiert, und zwar der mit W(P ) = U , N (P ) = U⊥.

b) Anwendung: Es sei V = R
3 und (·, ·) das Standardskalaprodukt auf R

3. Seien

v1 =





1
0
0



 , v2 =





1
1
0



 ,

U := span {v1, v2} und P der Projektor mit W(P ) = U . Bestimme die Matrixdarstel-
lung von P bezüglich der Standardbasis des R

3.


