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1. Ubungsblatt zur Vorlesung Lineare Algebra I
Abgabetermin: Am Fr, 26.10.07 vor Beginn der Vorlesung.

Tutoriumsvorschlige

Aufgabe 1
In dieser Aufgabe werden einige Grundlagen der Logik besprochen, die im ,téglichen

mathematischen Leben® duflerst niitzlich sind.

Wir bezeichnen dazu mit groflen Buchstaben Aussagen, z.B. A = In Berlin ist das Wetter
immer schon.“ oder B = ,1 = 1.* Aussagen konnen mit den folgenden Operationen
verkniipft werden (und das Ergebnis ist wieder eine Aussage — unabhéingig davon, ob die
Aussagen richtig oder falsch sind):

i) AVB = _Aoder B (=,A oder B (oder beide) sind wahr*).
ii) ANB = ,Aund B“ (= ,sowohl A als auch B sind wahr®).
iii) =A = ,nicht A“ (= ,A ist nicht wahr).
iv) A= B = A impliziert B¢, (= ,falls A wahr ist, ist auch B wahr“ = | B folgt
aus A“)
v) A& B = (A= B)AN(B=A4), (=,Aist dquivalent zu B“, wenn B aus A

folgt und A aus B folgt).
Die Operation ,,—“ hat dabei Vorrang vor allen anderen Operationen (z.B. (-=A)V B =
—AV B # —(AV B)). Die Operationen ,,vV* und ,A“ haben Vorrang vor ,,=“ und ,,<*.

Ublicherweise werden diese Verkniipfungen durch sogenannte Wahrheitstafeln veranschau-
licht. Hier zwei Beispiele; dabei steht ,w* fiir ,wahr® und ,,f“ fiir ,,falsch*.
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Zeigen Sie nun (z.B. mit Hilfe von Wahrheitstafeln oder mit Hilfe bereits gezeigter Aus-
sagen), dass die folgenden Aussagen wahr sind.



a) (A=B) < —(AAN-DB).
(Ublicherweise wird die Implikation durch die rechte Seite dieser Formel definiert.)

b) ~(AVE) & ((=A)A(~B)).
(Dies ist eine der sogenannten ,,de Morgan’schen Regeln“.)

c) 2(AAB) & ((-4)V(=B)).
(Dies ist die andere de Morgan’sche Regel.)

Ein Weg ist, fiir die Aussagen je eine Wahrheitstafel fiir die linke Seite und eine Wahr-
heitstafel fiir die rechte Seite aufzustellen. Dann wird iiberpriift, ob diese gleich sind.
Warum kann man das machen?

Aufgabe 2
Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt und Surjektivitit:

f:R?2 = R%2mit f(z,y) = B3r —y,3z +y), g: R? - R mit g(z,y) := 2% —y> + 1.

Aufgabe 3
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion:

n .
a) Fiirallen € Nist > i-2 = (n—1)2" + 2.

=1

b) 7" — 1 ist fiir alle n € N durch 6 teilbar.

c) Es existiert eine natiirliche Zahl ng € N, so dass gilt: 2" > n? fiir alle n > no.

Ubungsaufgaben
Aufgabe 1
Sei f : X — Y eine Abbildung und X # (). Beweisen Sie:
a) f ist injektiv genau dann, wenn eine Abbildung g : Y — X existiert mit go f = idx.
b) f ist surjektiv genau dann, wenn eine Abbildung g : Y — X existiert mit fog = idy-.

Aufgabe 2
Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion:

a) Firallen e Nist > i= ”(n;l).
=1

b) Ist X eine endliche Menge mit | X| = n, so ist |P(X)| = 2™.

c) %” + % - %3 + %4 ist fiir alle n € N eine ganze Zahl.



Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zeigen Sie analog zu Aufgabe 1 in den Tutoriumsvorschlégen:

(ANB)VC < ((AvC)AN(BV(Q)).

(Diese Regel kann als ,,Distributivgesetz“ aufgefasst werden.)
(

(

a)
b) (A= B) < (=-B=-A).
Diese Aussage liegt dem Beweis durch Kontraposition zugrunde. Wir wollen A = B

zeigen. Es wird =B angenommen und gezeigt, dass daraus folgt, dass A gilt. Dann
verwendet man b) um zu schlieffen, dass dann auch B aus A folgt.)

c) (A=B)A(B=C)) = (A=0C).
(Dies ist die Grundlage fiir lingere Beweise. Wir nehmen Grundtatsachen an (ein
Axiom oder einen Satz) und folgern daraus eine andere Tatsache. Hieraus wird
wieder eine andere Tatsache gefolgert, usw. Dann schliefen wir mit c), dass die
letzte Tatsache auch aus den Grundtatsachen folgt.)

d) ((AeB)A(B<() & ((A=B)A(B=0C)AN(C=A4).
(Dies ist ein sehr niitzliches Verfahren, um Aquivalenzen zu zeigen. Es muss nicht
die Aquivalenz jeder Aussage zu jeder Aussage gezeigt werden, sondern ,nur® Im-
plikationen ,im Kreis®.)

Aufgabe 2 (4 Punkte) n

n
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion: Fiir alle n € Nist > k3 = (3 k)2
k=1 k=1

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Betrachten Sie die Abbildungen

f:Z —>ZxZmit f(m) = (m—1,2) und g : Z X Z — Z mit g((m,n)) = m + n.
Untersuchen Sie f, g, f o g,go f auf Injektivitiat, Surjektivitdt und Bijektivitit.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Seien g: A — Bund f: B — C Abbildungen. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen:

a) Ist f o g injektiv, so ist g injektiv.

b) Ist f o g injektiv, so ist f injektiv.

c) Ist f o g bijektiv, so ist g injektiv und f surjektiv.
)

d) Ist g surjektiv und f bijektiv, so ist f o g bijektiv.



