
Technische Universität Berlin Wintersemester 2007/08
Fakultät II, Institut für Mathematik Prof. Dr. Stefan Felsner
Sekretariat MA 6-1 Andrea Hoffkamp
www.math.tu-berlin.de/Vorlesungen/WS07/LinAlg1/

13. Übungsblatt zur Vorlesung Lineare Algebra I
Abgabetermin: Am Fr, den 1. Februar 2008 vor Beginn der Vorlesung.

Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1
Berechnen Sie die Determinante von A =

 1 2 1
0 2 1
−1 0 1

 durch elementare Umformungen, mit

Hilfe der Leibnizformel und durch Entwicklung nach der 2. Spalte.

Aufgabe 2
Sei A(λ) =

(
1− λ 1

1 1− λ

)
∈ MR(2× 2). Bestimmen Sie det A(λ). Für welche λ ∈ R ist A(λ)

invertierbar?

Aufgabe 3
Sei A eine invertierbare 2 × 2-Matrix über R und λ ∈ R mit AT = λA. Welche Werte kann λ
annehmen? Dieselbe Frage nochmals für invertierbare 3× 3-Matrizen.

Aufgabe 4
a = (a1, a2) und b = (b1, b2) seien zwei verschiedene Punkte in der Ebene R2. Zeigen Sie, dass für
x = (x1, x2) ∈ R2 gilt:

x liegt auf der Geraden durch a, b ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 a1 a2

1 b1 b2

∣∣∣∣∣∣ = 0

Aufgabe 5
Sei K ein Körper und B ∈ MK(n × n) fest gewählt. f : MK(n × n) → MK(n × n) sei definiert
durch f(A) = AB −BA. Zeigen Sie: det f = 0.

Übungsaufgaben

Aufgabe 1
Zeigen Sie folgende Eigenschaften einer Determinante det : MK(n× n)→ K:

a) Für jedes λ ∈ K ist det(λA) = λn det A.

b) Ist eine Zeile von A gleich Null, so ist det A = 0.

c) Sei n ≥ 2 und A habe die Gestalt

A =
(

A1 C
0 A2

)
,

wobei A1 und A2 quadratisch sind. Dann gilt:

det A = (det A1) · (detA2).



Aufgabe 2
a) (Vandermondsche Determinante)

Sei K ein Körper, x1, x2, . . . , xn ∈ K. Zeigen Sie:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

... · · ·
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj).

(Hinweis: Subtrahieren Sie von jeder Spalte (außer der ersten) das x1-fache der vorherge-
henden.)

b) Sei K ein Körper mit unendlich vielen Elementen. Zeigen Sie, dass es für jedes n > 1 in
Kn eine unendliche Menge M von Vektoren gibt, so dass je n verschiedene Elemente aus M
eine Basis des Kn bilden.

c) Es seien n Punkte (xi, yi), i = 1, . . . , n und xi 6= xj für i 6= j in der Ebene R2 gegeben.
Zeigen Sie, dass es genau ein Polynom f ∈ R[x] mit Grad n− 1 gibt, so dass f(xi) = yi für
alle i = 1, . . . , n.

Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
a) Berechnen Sie (über R) ∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 4 0
3 1 5 2
2 0 2 1
1 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

b) Berechnen Sie die Determinante der reellen n× n-Matrix
0 · · · 0 1
0 . . . 1 0
... . . .

...
1 0 . . . 0


c) Berechnen Sie die Determinante der folgenden n × n-Matrix über R (n ≥ 2) und geben

Sie insbesondere den Wert der Determinante für x = 0 an. Für welche x ist die Matrix
invertierbar? 

x 1 · · · 1
1 x · · · 1
...

. . .
1 · · · 1 x


Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Sei A eine n× n-Matrix über R mit A3 = A. Welche Werte kann detA annehmen?

b) Eine n × n-Matrix A heißt antisymmetrisch, falls AT = −A. Zeigen Sie, dass für eine
antisymmetrische n × n-Matrix A gilt: det A = (−1)n det A. Zeigen Sie weiterhin, dass A
für ungerades n nicht invertierbar ist.

c) Eine n × n-Matrix A heißt orthogonal, falls AT = A−1. Zeigen Sie, dass für orthogonale
Matrizen A gilt: detA = ±1.



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei K ein Körper und B ∈ MK(2 × 2) fest gewählt. f : MK(2 × 2) → MK(2 × 2) sei definiert
durch f(A) = BA.

a) Bestimmen Sie eine darstellende Matrix von f .

b) Zeigen Sie: det f = (det B)2.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe: 4 Zusatzpunkte)
c1, . . . , cn seien paarweise verschiedene reelle Zahlen und für 1 ≤ i ≤ n sei fi(t) := eci·t. Zeigen
Sie, dass die Funktionen f1, . . . , fn im R-Vektorraum Abb(R, R) linear unabhängig sind.

(Hinweis: Differenzieren Sie die Gleichung λ1f1 + . . . + λnfn = 0 mehrfach.)


