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Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1
Anton, Berta, Claudia und Dieter seien (in dieser Reihenfolge) 170, 176, 173, und 174 Zentimeter
groß. Sei M = {Anton, Berta, Claudia, Dieter}. Erkläre eine Relation R auf M durch:

(x, y) ∈ R :⇔ x ist mindestens so groß wie y, aber nicht mehr als fünf Zentimeter größer.

a) Geben Sie R explizit als Teilmenge von M ×M an.

b) Ist R reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv?

c) Beantworten Sie a) und b) auch für den Fall, dass Berta 172cm groß ist.

Aufgabe 2
Sei M die Menge aller 8-bit-Folgen, also

M = {(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8) | ai ∈ {0, 1} für i = 1, . . . 8}. Definiere auf M eine Relation ∼
durch:

f1 ∼ f2 :⇔ die ersten vier bits von f1 und f2 stimmen überein.

a) Zeigen Sie: ∼ ist Äquivalenzrelation auf M .

b) Wie viele Äquivalenzklassen gibt es?

c) Geben Sie zu jeder Äquivalenzklasse einen Vertreter an.

Aufgabe 3
Seien A und B Mengen mit |A| = n und |B| = k, n, k ∈ N.

a) Wie viele verschiedene Abbildungen von A nach B gibt es?

b) Wie viele injektive Abbildungen von A nach B gibt es?

c) Wie viele Teilmengen von A gibt es?

Aufgabe 4
Sei (G, ·) eine endliche Gruppe, die eine gerade Anzahl von Elementen enthält.

Zeigen Sie, dass dann ein vom neutralen Element e verschiedenes Element a ∈ G existiert mit
a2 = e.

Übungsaufgaben

Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass jede Gruppe mit maximal vier Elementen kommutativ ist.



Aufgabe 2
Sei Sn = {π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} | π bijektiv }. Zeigen Sie, dass Sn zusammen mit der Hin-
tereinanderausführung von Abbildungen ”◦” eine Gruppe bildet, die für n ≥ 3 nicht kommutativ
ist.

Aufgabe 3
Sei (G, ·) eine endliche Gruppe mit n Elementen und neutralem Element e.

a) Zeigen Sie, dass für alle a ∈ G ein k > 0 existiert, so dass ak :=
k−mal︷ ︸︸ ︷

a · a · . . . · a = e.
(Bemerkung: Die kleinste natürliche Zahl k mit ak = e nennt man die Ordnung von a und schreibt

ord(a) = k.)

b) Sei k die Ordnung von a ∈ G. Zeigen Sie, dass die Menge (a) := {a, a2, . . . , ak} eine Unter-
gruppe von G bildet. (Dies ist die kleinste Untergruppe von G, die a enthält!) Sie wird die
von a erzeugte (zyklische) Gruppe genannt.

Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei m ∈ N. Definieren Sie folgende Relation ∼ auf Z durch:

x ∼ y ⇔ x− y ∈ mZ = {mz | z ∈ Z}

Zeigen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf Z ist und bestimmen Sie die dazugehörigen Äqui-
valenzklassen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
a) Sei A eine Menge mit |A| = n (n ∈ N). Wie viele Relationen auf A gibt es?

b) Wie viele reflexive Relationen gibt es auf A?

c) Sei A = {1, 2, 3, 4}. Wie viele Äquivalenzrelationen mit genau zwei Äquivalenzklassen gibt
es auf A?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es bezeichne D4 die durch Drehungen und Spiegelungen erzeugte Symmetriegruppe eines Qua-
drates.

a) Bestimmen Sie alle Elemente von D4.

b) Es bezeichne Σ ⊆ D4 die Menge derjenigen Elemente, die die Ecke 1 des Quadrates fix
lassen.
Bestimmen Sie Σ und zeigen Sie, dass Σ eine Gruppe ist.

c) Definieren Sie folgende Relation ∼ auf D4:

g ∼ h ⇔ g ◦ h−1 ∈ Σ.

Zeigen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf D4 ist und bestimmen Sie die dazugehörigen
Äquivalenzklassen.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (G, ·) eine Gruppe und e das neutrale Element von G. Zeigen Sie:

a) Ist a = a−1 für alle a ∈ G, dann ist G kommutativ.

b) Ist (a · b)2 = a2 · b2 für alle a ∈ G, dann ist G kommutativ.


