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Tutoriumsvorschlige

Aufgabe 1
a) Driicken Sie Re z und Im z durch z und Z aus.

b) Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z+iy mit z,y € R und bestimmen
Sie ihren Betrag.

N2 3
i) 5 i) (1) i) (4 +20)
c¢) Berechnen Sie z aus der Gleichung (14 2i)z + (1 —4)? =i — (2 +1)z.

Aufgabe 2 ) )
In Hausaufgabe 1 auf der 2. Ubung hatten wir eine Aquivalenzrelation ~ auf Z erklirt. Die Menge

der Aquivalenzklassen bzgl. ~ bezeichnen wir mit Z,,.
Also ist Z,, = Z/ ~= {[0],[1],[2], ..., [m — 1]}. Erklére auf Z,, eine Addition durch: [a] + [b] :=
[a + b]. Zeigen Sie, dass (Z,,+) eine kommutative Gruppe ist.

Weiterhin 148t sich auf Z,,, eine Multiplikation durch [a]-[b] := [a-b] erkléren. Ist dann (Z,,\{[0]}, -)
eine Gruppe? (Warum muss man eigentlich [0] herausnehmen?).

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass f : Z — Z,, mit f(z) = [2] ein surjektiver Homomorphismus ist. Bestimmen Sie
den Kern von f.

Aufgabe 4
Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen?

) fi:Z —Z,z— 22

) foiZ — Q222 +1
c) f3:Z—Z,z—z+1

)

fa: 2y — Zp,z — 2P, p Primzahl.
Dabei ist die Verkniipfung jeweils die Addition.
Ubungsaufgaben

In der groBen Ubung werden diese Woche die komplexen Zahlen C eingefiihrt.

Aufgabe 1
Seien GG, G’ Gruppen und e das neutrale Element von G. Sei aulerdem f : G — G’ ein Gruppen-
homomorphismus. Beweisen Sie:



a) f ist genau dann injektiv, wenn Kerf = {e}.
b) Fiir jedes a € G ist das volle Urbild von f(a) gerade f~'({f(a)}) = aKerf = {at | t € Kerf}.

Aufgabe 2
Seien m, n natiirliche Zahlen. Zeigen Sie:

mZ/nmZ = Z/nZ
(Hinweis: Wenden Sie auf f : mZ — Z/nZ definiert durch f(mz) = z + nZ den Homomorphiesatz an. )
Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle z € C, fiir die gilt:
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c) | il
d) Fiir welche z € C ist (24 3i)z € R?

Skizzieren Sie die Losungen jeweils in der Gaufi’schen Zahlenebene.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Wir betrachten die Gruppe (Z,+) und deren Untergruppen.

Zeigen Sie:

a) Fiir jedes n € Ny ist nZ eine Untergruppe von Z.

b) Ist U eine Untergruppe von Z, so existiert ein n € No mit U = nZ.
(Hinweis: Falls NNU # 0, so betrachte das kleinste Element n in NNU. Sie diirfen verwenden, dass
sich jede ganze Zahl z darstellen ldsst als z = kn + 7, wobei k € Z und 0 < r < n (Teilen durch n
mit Rest in Z). Zeigen Sie, dass fiir jedes z € U gelten muss, dass r = 0 ist.)

Mit anderen Worten: Die Untergruppen von Z sind genau die Mengen nZ fiir n € N.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (G, -) eine Gruppe und M eine Teilmenge von G. Setze

Co(M) ={z € G| xzm = muz fiir alle m € M}.

Zeigen Sie, dass Cg (M) Untergruppe von G ist.

Aufgabe 4

Sei R* die Gruppe der von 0 verschiedenen reellen Zahlen bzgl. der Multiplikation, Q* die Gruppe
der von 0 verschiedenen rationalen Zahlen bzgl. der Multiplikation und Z die Gruppe der ganzen
Zahlen bzgl. der Addition. Priifen Sie nach, welche der folgenden Abbildungen Gruppenhomo-
morphismen sind. (Wo dies der Fall ist, beweise man es, wo nicht, belege man dies durch ein
Gegenbeispiel.)

a) f1:R* — R* mit fi(z) = 2* fiir alle z € R*
b) fo: Q" — R* mit fo(x) = 2% fiir alle z € Q*
c) f3:Z— QF mit fs(x) =2"firallex € Z



