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Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1
Zeigen Sie: In einem beliebigen Körper gilt

x2 = 1 ⇔ x = 1 oder x = −1.

Gilt das auch im Ring (Z15,+, ·)?

Aufgabe 2
a) Sei (R,+, ·) ein nullteilerfreier Ring. Zeigen sie die sogenannte Kürzungsregel:

Ist ax = ay und a 6= 0, dann ist x = y.

b) Zeigen Sie durch, dass die Kürzungsregel in nicht nullteilerfreien Ringen i.a. nicht
gilt.

Aufgabe 3
Lösen Sie die Gleichung x3 − x = 0 in Z3, Z5, Z9.

Übungsaufgaben

Aufgabe 1
Definition: (Nullteilerfreiheit)
Ein Ring (R,+, ·) heißt nullteilerfrei, falls für alle a, b ∈ R gilt: Ist a · b = 0, so ist a = 0
oder b = 0.

Geben Sie einen Ring an, der nicht nullteilerfrei ist und zeigen sie, dass jeder Körper
nullteilerfrei ist.

Aufgabe 2
Sei K ⊆ R ein Körper bzgl. der auf R definierten Multiplikation und Addition.

Zeigen Sie: Q ⊆ K.

Aufgabe 3
Sei n ∈ N.

Zeigen Sie durch Rechnen in den Ringen Z3, Z9 bzw. Z11

a) n ist genau dann durch 3 teilbar, wenn die Quersumme von n durch 3 teilbar ist.



b) n ist genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme von n durch 9 teilbar ist.

c) n ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme von n durch
11 teilbar ist.

Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Im Tutorium zum 3. Übungsblatt wurde gezeigt, dass (Zm,+) eine kommutative Gruppe
ist. Analog zur Addition erklärt man auf Zm eine Multiplikation.

a) Zeigen Sie, dass (Zm,+, ·) ein kommutativer Ring ist. (Dass (Zm,+) kommutative
Gruppe ist, muss nicht mehr bewiesen werden!)

b) Zeigen Sie: (Zm,+, ·) ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Lösen Sie in den Ringen Z3, Z5, Z9 die Gleichung (a) und das Gleichungssystem (b).

a) 3 · x + 3 = 6

b)
{

2x + y = 0
x + 2y = 1

}
c) Lösen Sie in Z8 die Gleichung x2 − 1 = 0

(Es sind jeweils alle Lösungen gesucht!)

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei

K = {a +
√

2 b | a, b ∈ Q}.

Zeigen Sie, dass K mit der normalen Multiplikation und Addition reeller Zahlen ein
Körper ist. (Bemerkung: K ist der kleinste Unterkörper von R, der Q und

√
2 enthält.)

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie zu den Polynomen f(x) und g(x) mit

f(x) = x5 + x4 + x + 1, g(x) = x2 + 1

jeweils in R[x] und in Z2[x] zwei weitere Polynome q(x), r(x), so dass

f(x) = q(x)g(x) + r(x) und deg(r(x)) < deg(g(x)).

Aufgabe 5 (freiwillige Zusatzaufgabe: 4 Zusatzpunkte)
Sei m ∈ N. Beweisen Sie, dass Zm genau dann ein Körper ist, wenn m eine Primzahl ist.

(Hinweis: In Z gibt es zu a, p ∈ Z (p Primzahl und 1 ≤ a < p) zwei Zahlen λ, µ ∈ Z, so dass
λa+µp = 1. Man sagt, 1 ist eine Linearkombination von p und a. Diese Tatsache muss nicht gezeigt
werden. Zur Information: Die Zahlen λ und µ findet man mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus
zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers der Zahlen a und p.)


