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6. Übungsblatt zur Vorlesung Lineare Algebra I
Abgabetermin: Am Fr, den 30.11.2007 vor Beginn der Vorlesung.

Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1
a) Sei V ein 2-dimensionaler Vektorraum über R und sei (a, b) eine Basis von V . Zeigen

Sie, dass dann auch (a + b, b + 3a) eine Basis von V ist.

b) Sei K ein Körper und n ∈ N. Man zeige, dass je n + 1 Vektoren des Kn linear
abhängig sind.

Aufgabe 2
Sei B = (v1, v2, . . . , vn) eine Familie von Vektoren in Kn. Zeigen Sie: B ist genau dann
linear unabhängig, wenn spanK(B) = Kn.

Aufgabe 3
Finden Sie Basen für folgende Unterräume von R3 bzw. R4 und bestimmen Sie deren
Dimension:

a) W = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | 2x1 = x2}

b) U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + 2x2 + 3x3 = 0 und 2x1 + x2 = 0}

Aufgabe 4
Im R3 ist B = (v1, v2, v3) eine Basis, wobei v1 = (3, 5, 2), v2 = (1, 1,−1), v3 = (2, 4, 1)
(das brauchen Sie nicht zu beweisen). Außerdem sei w1 = (1, 3, 0), w2 = (−2, 1, 2).

Finden Sie nach dem Verfahren des Austauschsatzes eine Basis B? = (w1, w2, vi), wobei
vi einer der Vektoren von B ist.

Übungsaufgaben

In der großen Übung werden die wichtigsten Begriffe aus der Vorlesung nochmals wie-
derholt. Außerdem beschäftigen wir uns mit unendlich dimensionalen Vektorräumen und
beweisen, dass jeder Vektorraum (auch nicht endlich erzeugte) eine Basis besitzen.



Hausaufgaben

Aufgabe 1 (4 Punkte)
In den folgenden Beispielen ist ein R-Vektorraum V und v1, v2, . . . , v5 ∈ V angegeben.
Wählen Sie eine maximal linear unabhängige Teilfamilie von (v1, v2, . . . , v5) aus und
ergänzen Sie sie zu einer Basis von V .

a) V = R4 und

v1 = (2, 3, 6, 4) v2 = (0, 1, 1, 0) v3 = (0, 0, 1, 0)
v4 = (0, 1, 2, 0) v5 = (1, 0, 0, 2)

b) V = R[t] und
v1 = t2 v2 = t6 + t5 v3 = t2 + 2t
v4 = 3t2 + 4t + 5 v5 = t2 − 1

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Im Vektorraum K5 über dem Körper K erzeugen die Vektoren

v1 = (1, 1, 0, 1, 1), v2 = (0, 0, 1, 1, 0), v3 = (0, 1, 0, 0, 0)
v4 = (1, 0, 0, 1, 1), v5 = (1, 0, 1, 0, 1)

einen Unterraum U .

Bestimmen Sie eine Basis von U und die Dimension von U , wenn

a) K = R

b) K = Z2

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei V ein C-Vektorraum mit dimC V = n.

a) Erklären Sie, wie man V als R-Vektorraum auffassen kann.

b) Zeigen Sie: dimR V = 2n.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe: 4 Zusatzpunkte)
Es sei {a, b, c} eine Basis des R-Vektorraumes R3.
Für jedes λ ∈ R sei Wλ := spanR(a, b + λc).

a) Bestimmen Sie die Dimension von Wλ.

b) Zeigen Sie: Für λ 6= µ ist Wλ 6= Wµ.

c) Bestimmen Sie die Dimension von Wλ ∩Wµ.

d) Zeigen Sie: Für λ 6= µ ist spanR(Wλ ∪Wµ) = R3.


