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Tutoriumsvorschlige

Aufgabe 1
Aus der Analysis sei der Differentialoperator

D:CYR) — C(R)
d
! _ -
foe f==f
auf der Menge der differenzierbaren Funktionen bekannt.

Wir wollen den Differentialoperator nun auf die Menge R[z], = {f € Rz]|deg(f) < n} der
Polynome vom Grad maximal n einschridnken, d.h. wir betrachten

D :Riz], — Rlz],

f=anx" +an 12" '+ Fazta — f=na "'+ (n—Dap 12"+ . +ay

a) Zeigen Sie, dass D : R[z],, — R[], eine lineare Abbildung ist.

)
b) Bestimmen Sie den Bildraum Im(D) von D und geben Sie eine Basis von Im(D) an.
c¢) Bestimmen Sie Kern(D) und geben Sie eine Basis von Kern(D) an.

)

d) Ist der Integraloperator Z, der jedem Polynom f € R[z], die Stammfunktion Z(f) :=
J f(z)dz von f zuordnet, eine lineare Abbildung von R[z],, in sich selbst?

Aufgabe 2
a) Beschreiben Sie alle linearen Abbildungen von R nach R.

b) Koénnen Sie eine lineare Abbildung f : R? — R? mit Kernf =Imf angeben?
c) Das gleiche nochmal mit f: R — R3.

Aufgabe 3
Sei V ein K-Vektorraum und f, g €Hom(V, V). Zeigen Sie

a) Im(fog) CIm f

b) Kerng C Kern (f o g)

Geben Sie Beispiele an, bei denen jeweils die Ungleichheit gilt.



Ubungsaufgaben

Aufgabe 1 )
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Hom(V, V). Zeigen Sie die Aquivalenz
folgender Aussagen:
a) V =Kernf @ Imf
b) Kernf = Kernf?
c) Imf = Imf?
Aufgabe 2
Sei V=R* und U = {(a,b,0,0) | a,b € R}. Zeigen Sie:
a) V/U ={(0,0,¢,d) + U | ¢,d € R}
b) V/U = span((0,0,1,0) + U, (0,0,0,1) + U)

c) Uy ={(0,0,a,0)+U | a € R} und Uy = {(0,0,a,a) + U | a € R} sind Unterrdume von V/U
und V/U =U; & Us.

Hausaufgaben
Aufgabe 1 (6 Punkte) 0 1 1
Sei V =R3. Weiterhin seienv; = | 1 |,vo=] =1 |,vs=[ 1 | €R3.
1 1 2

a) Ist {vy,ve,v3} eine Basis von R3 ?

b) Gegeben sei

0 -1 1
A= -2 0 2 | e M(3x3,R).
2 -2 0
Berechnen Sie die Bilder w; = Av; der Basisvektoren v; unter der durch A definierten

linearen Abbildung A : R? — R3.
c) Stellen Sie die w; als Linearkombination der v; dar.
d) Sind die Vektoren {w;,ws, w3} eine Basis des R3?

e) Bestimmen Sie den Bildraum Im(A) := span(w;, we,ws) von A und geben Sie eine Basis
von Im(A) an.

f) Bestimmen Sie Kern(A) := {z € R*|Az = 0} und geben Sie eine Basis von Kern(A) an.

Begriinden Sie Thre Antworten, falls nétig, auch durch Rechnungen.



Aufgabe 2 (4 Punkte) )
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Hom(V, V). Zeigen Sie die Aquivalenz

folgender Aussagen:
a) V =Kernf ® Imf
b) V =Kernf + Imf
¢) Kernf NImf = {0}.

Stimmt das auch, wenn V' unendlich-dimensionaler Vektorraum ist?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
a) Es sei V ein K-Vektorraum, U, W Unterrdume von V mit V =U @& W und {w1,...,w,}
eine Basis von W. Zeigen Sie, dass {w1 + U, ..., wy, + U} eine Basis von V/U ist.

b) Wir betrachten den Vektorraum V = R* und den Unterraum
U={(x1,...,24) €V | 221 — 29 = 21 + 424 = 0}
Geben Sie k € N und vy, ...,vx € R* an, so dass {v; + U, ..., v, + U} Basis von V/U ist.

Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe: 4 Zusatzpunkte)
Sei V' ein K-Vektorraum und p : V' — V eine lineare Abbildung. p sei ein Projektionsoperator,
d.h. es gelte p o p = p. Zeigen Sie:

a) V=Kernp®Imp

b

q = idy — p ist ebenfalls Projektionsoperator

d

)
)
¢) Kern ¢ = Im p und Im ¢ = Kern p.
) gop=0=pog

)

e) Ist V.= U & W, so gibt es einen Projektionsoperator r : V. — V mit Kern r = U und

Imr=W.



