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4. Übung zur Zahlentheorie (LS)

1. ÜA. Sei Z[
√
−5] := {a+ b

√
−5 : a, b ∈ Z} ⊂ C.

(a) Zeige: Z[
√
−5] ist ein Unterring von C.

(b) Zerlege die Zahl 9 in Z[
√
−5].

2. ÜA. Zeige: Jede Primzahl p der Form p = 3k + 1, k ∈ Z ist der Form 6l + 1, l ∈ Z.

3. ÜA. Seien n ∈ Z, α ∈ N, p ∈ P mit pα|n und pα+1 6 |n. Notation: pα||n.

(a) Zeige: pα||n ∧ pβ||m =⇒ pα+β||nm.

(b) Zeige: pα||n ∧ pα||m) =⇒ pα||n+m ist im Allgemeinen eine falsche Aussage.

1. HA. (10 Punkte)

Seien n ∈ N ungerade, Tn die Teilermenge sowie

Tn
< := {d ∈ Tn : d <

√
n} und Tn

> := {d ∈ Tn : d >
√
n}

(a) Zeige: Es existiert eine injektive Abbildung ψ : Tn
< −→ Tn

>

(Die Voraussetzung n ungerade wird hier nicht benötigt)

(b) Sei Q := {s, t ∈ N : n = s2 − t2} und Tn
≥ := {d ∈ Tn : d ≥ √

n}.
Zeige: Es existiert eine injektive Abbildung µ : Tn

≥ −→ Q

(c) Bestimme Q := {s, t ∈ N : n = s2 − t2} für n = 945.

2. HA. (10 Punkte)

(a) Zeige: Es gibt unendlich viele Zahlen der Form n = 4k+ 3, k ∈ N mit 3|n aber
es existieren auch Primzahlen der Form p = 4l + 3, l ∈ N.

(b) Finde eine Zahl p, die Primzahl in Z aber nicht in Z[
√
−3] ist.


