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1. Aufgabe (4 Punkte)
Bestimme alle Extrema der Funktion f : R3 → R3, f(x, y, z) = x−2y+2z auf der Kugeloberfläche

K = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 9}.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei γ : [a, b] → Rn ein rektifizierbarer Weg und f : Γγ → R eine stetige Abbildung. Zeige, dass∣∣∣∣∫

γ
f ds

∣∣∣∣ ≤ L(γ) ·max
x∈Γγ

|f(x)|.

3. Aufgabe (6 Punkte)
Berechne das Volumen des Körpers

S =
{

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ x2 + y2 ≤ 1
(1 + z)2

, 0 ≤ z ≤ 1
}

.



4. Aufgabe (12 Punkte)
Verifiziere die Aussage des Gaußschen Integralsatzes für das Vektorfeld

F : R3 → R3, F (x, y, z) =

 0
0
2z


und den Körper

Z = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4, −2 ≤ z ≤ 3}.

5. Aufgabe (9 Punkte)
Seien S, T 6= ∅ Mengen und f : S → T eine Abbildung. Setze

f−1(C) := {f−1(A) | A ∈ C} für C ⊆ P(T ).

Beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist B eine σ-Algebra in T , so ist f−1(B) eine σ-Algebra in S.

b) Ist C ⊆ P(T ), so ist
A := {B ⊆ T | f−1(B) ∈ σ(f−1(C))}

eine σ-Algebra in T .

c) Es gilt σ(f−1(C)) = f−1(σ(C)) für alle C ⊆ P(T ).

6. Aufgabe (8 Punkte)
Sei (Ω, Σ, µ) ein Maßraum und f : Ω → R eine integrierbare Funktion.
Beweise die folgenden Aussagen:

a) Für alle ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass∫
A
|f | dµ < ε ∀A ∈ Σ mit µ(A) < δ.

(Hinweis: Betrachte die Folge (inf(|f |, n))n∈N oder die Folge (|f | − inf(|f |, n))n∈N.)

b) Folgere aus a), dass für (An)n∈N ⊆ Σ gilt:

lim
n→∞

µ(An) = 0 =⇒ lim
n→∞

∫
An

f dµ = 0.

(Gesamtpunktzahl: 44 Punkte)


