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1. Aufgabe (Kompaktheit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Definieren Sie den Begriff der Kompaktheit und Folgenkompakt-
heit in (X, d).

2. Aufgabe (Satz von Heine Borel)
Formulieren Sie den Satz von Heine - Borel.

3. Aufgabe (Vollsténdigkeit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Wann heiit (X, d) vollstandig?

b) Formulieren und beweisen Sie den Banachschen Fixpunktsatz in (X, d).

4. Aufgabe (Stetigkeit)
Seien (X, d), (X', d') metrische Riume.

a) Wann nennt man eine Abbildung f : X — X’ in einem Punkt p € X stetig?
b) Formulieren und beweisen Sie einen der folgenden Sitze fiir Funktionen f: X — X"

(i) verallgemeinerten Zwischenwertsatz,
(ii) Kompaktheitssatz,

(iii) Satz vom Minimum und Maximum.

5. Aufgabe (Differenzierbarkeit)
Seien (X, | - ||x), (Y, - |ly) Banachratime, U C X offen und z¢ € U.

a) Definieren Sie den Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion f : U — Y in einem Punkt
xg € U.

b) Definieren Sie den Begriff der Richtungsableitung von f in einem Punkt 2o € U.

c) Sei f: U — Y differenzierbar auf U. Was gilt dann fiir die Richtungsableitungen von f?
Beweisen Sie ihre Aussage.

d) Formulieren Sie den Satz von Schwarz. Was folgt daraus fiir die Hesse-Matrix?

e) Formulieren Sie den Umkehrsatz.



6. Aufgabe (Mittelwertsatz)
a) Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R.
b) Leiten Sie daraus den Mittelwertsatz der Integralrechnung in R her.

c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass ein zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung
analoges Resultat im R nicht gilt.

7. Aufgabe (Integration)
a) Formulieren Sie das Riemannsche Integrabilitdtskriterium in R.

b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R an, die nicht Riemann-
integrierbar ist.

c) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : [a,b] — R an, die nicht auf ganz [a, b] stetig, aber
Riemann-integrierbar ist.

d) Sei (fn)nen C RJa, c] fiir alle ¢ > a. Wann gilt

lim [ fu(r)dr = / lim fp(z)dz bzw. lim folz)dz = / lim fo(z)da ?
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8. Aufgabe (Reihen)
Sei (an)nen C R eine Folge.

a) Wann nennt man y > a, konvergent?

b) Formulieren und beweisen Sie das Quotientenkriterium fiir Reihen.



