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1. Aufgabe (6 Punkte)
Zeige mit Hilfe des Satzes von Picard-Lindelöf, dass das Anfangswertproblem

y′ = y cos x, y(0) = 1

genau eine Lösung auf dem Intervall [−1/2, 1/2] besitzt und bestimme diese mit Hilfe der Me-
thode der Separation der Variablen.

2. Aufgabe (7 Punkte)
Gegeben sei das Vektorfeld

F : R2 \ {(0, 0)} → R2, F (x, y) =
1

‖(x, y)‖2

(
−y

x

)
.

a) Zeige, dass F zwar die Integrabilitätsbedingung erfüllt, aber kein Gradientenfeld ist.

b) Bestimme ein Gebiet G ⊆ R2 \ {(0, 0)}, so dass∫
γ
F d(x, y) = 0 für alle geschlossenen Wege γ mit Γγ ⊆ G

und begründe die Wahl von G.



3. Aufgabe (6 Punkte)
Berechne das Volumen des Körpers

R = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ R2, x2 + y2 ≥ r2} (0 < r < R).

4. Aufgabe (9 Punkte)
Berechne das Wegintegral

∫
∂G F d(x, y, z) für das Vektorfeld

F : R3 → R3, F (x, y, z) =

x + y
y + z
x + z


und das Flächenstück

G =
{

(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ π

2
, z = sin y

}
.

5. Aufgabe (9 Punkte)
Sei (Ω, Σ, µ) ein Maßraum, (S,A) ein messbarer Raum und f : Ω → S eine messbare Abbildung.

a) Zeige, dass durch
ν(A) := µ(f−1(A)), A ∈ A

ein Maß auf A definiert wird.

b) Seien (Ω, Σ, µ) und (S,A, ν) die Vervollständigungen von (Ω, Σ, µ) und (S,A, ν).
Zeige, dass f auch Σ-A-messbar ist.

6. Aufgabe (7 Punkte)
Sei (Ω, Σ, µ) ein vollständiger endlicher Maßraum und sei (fn)n∈N eine Folge von integrierbaren
Funktionen fn : Ω → R, die µ-fast überall gegen eine Funktion f : Ω → R konvergiert. Weiterhin
gelte:

∃M ∈ R+ : |fn(x)− f(x)| ≤ M ∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N.

Zeige, dass f integrierbar ist und

lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ =
∫

Ω
f dµ.

(Gesamtpunktzahl: 44 Punkte)


