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Übung

1. Aufgabe
Sei [a, b] ein Intervall und f : [a, b] → R. Beweise die folgenden Aussagen:

a) f ist genau dann konstant, wenn f ∈ BV([a, b]) und V b
a (f) = 0.

b) Ist f ∈ BV([a, b]), so ist f beschränkt und es gilt |f(a)− f(b)| ≤ V b
a (f).

c) Ist f monoton, so gilt V b
a (f) = |f(b)− f(a)|. Also ist insbesondere f ∈ BV([a, b]).

d) Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L, so gilt V b
a (f) ≤ L(b − a). Also ist insbe-

sondere f ∈ BV([a, b]).

e) Ist f ∈ BV([a, b]), so gilt f ∈ BV([c, d]) für jedes Teilintervall [c, d] ⊆ [a, b].

f) Sei a < c < b. Dann ist f ∈ BV([a, b]) genau dann, wenn f ∈ BV([a, c]) und f ∈ BV([c, b]).
In diesem Fall gilt V b

a (f) = V c
a (f) + V b

c (f).

g) Ist f ∈ BV([a, b]) stetig in x0, so ist auch die Funktion V : [a, b] → R, definiert durch

V (x) :=

{
0 für x = a,

V x
a (f) für x ∈ ]a, b]

stetig in x0.

h) (Jordanscher Darstellungssatz)
Es ist f ∈ BV([a, b]) genau dann, wenn monoton wachsende Funktionen f1, f2 : [a, b] → R
existieren mit f = f1 − f2. Ist f stetig, so können auch f1 und f2 stetig gewählt werden.

i) Ist f stetig und F : [a, b] → R gegeben durch F (x) =
∫ x
a f(t) dt, so ist F ∈ BV([a, b]) und

es gilt V b
a (F ) =

∫ b
a |f(t)| dt.

2. Aufgabe
Zeige, dass glatte Bögen auch durch nicht-glatte Wege dargestellt werden können.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (12 Punkte)
Sei [a, b] ein Intervall und f, g : [a, b] → R. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist f eine Treppenfunktion, so gilt f ∈ BV([a, b]).

b) Ist f ∈ BV([a, b]), so gilt ‖f‖∞ ≤ |f(a)|+ V b
a (f).

c) Sind f, g ∈ BV([a, b]) und λ, µ ∈ R, so gelten die beiden Ungleichungen

(i) V b
a (λf + µg) ≤ |λ|V b

a (f) + |µ|V b
a (g)

(ii) V b
a (fg) ≤ ‖f‖∞V b

a (g) + ‖g‖∞V b
a (f)

d) Der Raum BV([a, b]) ist ein Banachraum, wenn er mit einer der beiden folgenden Normen
versehen wird:

(i) ‖f‖ := |f(a)|+ V b
a (f),

(ii) ‖f‖∗ := ‖f‖∞ + V b
a (f).

Zeige weiterhin, dass diese Normen äquivalent sind.

2. Aufgabe (10 Punkte)
Sei [a, b] ein Intervall und γ : [a, b] → Rn ein Weg. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist γ in [a, b] stetig differenzierbar mit |γ′(t)| ≤ α für alle t ∈ [a, b], so gilt für die Weglänge
L(γ) ≤ α(b− a).

b) Ist a < c < b und γ = γ1 ⊕ γ2, wobei γ1 = γ|[a,c] und γ2 = γ|[c,b], so gilt: γ ist genau dann
rektifizierbar, wenn γ1 und γ2 rektifizierbar sind und L(γ) = L(γ1) + L(γ2) gilt.

3. Aufgabe (9 Punkte)
Skizziere den Graphen der Funktion g : [0, 1] → R, gegeben durch

g(x) =

{
0 für x = 0,

x cos
(

π
x

)
für x ∈ ]0, 1]

und zeige, dass g stetig ist, aber g /∈ BV([0, 1]). (D.h. g ist ein nicht-rektifizierbarer Weg)
Hinweis: Betrachte die Folge von Zerlegungen Zn =

{
0, 1

2n , 1
2n−1 , . . . , 1

3 , 1
2 , 1

}
von [0, 1].

4. Aufgabe (9 Punkte)
Zeige, dass die Funktion

Φ : [0, 1] → R2, Φ(t) =

{
(0, 0) für t = 0,

(t, tα sin
(

1
t

)
) für t ∈ ]0, 1]

für alle α > 0 ein Jordanweg ist. Für welche α > 0 ist Φ rektifizierbar?

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)


