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Lösungsskizze

1. Aufgabe (16 Punkte)

b) Sei f ∈ C([a, b]) und (gn)n∈N ⊆ BV([a, b]) ∩C([a, b]) eine Funktionenfolge, die punktweise
gegen g ∈ C([a, b]) konvergiert. Ist die Folge der Totalvariationen (V b

a (gn))n∈N beschränkt,
so gilt

lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg.

Beweis:
Zeige zunächst, dass v(Z, gn) n→∞−−−→ v(Z, g) für jede Zerlegung Z von [a, b] gilt.
Sei also Z = {a = t0 < t1 < · · · < tm = b} eine beliebige Zerlegung und sei ε > 0. Da gn

punktweise gegen g konvergiert, existieren Ni, Ni−1 ∈ N, so dass

|gn(ti)− g(ti)| <
ε

2m
∀n ≥ Ni

|g(ti−1)− gn(ti−1)| <
ε

2m
∀n ≥ Ni−1.

Wähle nun N = maxi=0,...m Ni ∈ N. Dann gilt unter Verwendung der umgekehrten Dreiecksun-
gleichung für alle n ≥ N :

|v(Z, gn)− v(Z, g)| =

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

|gn(ti)− gn(ti−1)| − |g(ti)− g(ti−1)|

∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

|gn(ti)− g(ti)|+ |g(ti−1)− gn(ti−1)|

<

m∑
i=1

ε

2m
+

ε

2m
=

m∑
i=1

ε

m
= m

ε

m
= ε.

Da nun nach Voraussetzung die Folge der Totalvariationen (V b
a (gn))n∈N beschränkt ist, existiert

ein C > 0 (welches nicht von n ∈ N abhängt!), so dass v(Z, gn) < C für jede Zerlegung Z.
Folglich ist auch

v(Z, g) = lim
n→∞

v(Z, gn) < C für jede Zerlegung Z.

Somit ist auch g ∈ BV([a, b]) und nach VL existiert daher das Riemann-Stieltjes-Integral∫ b

a
f dg = lim

|Z|→0
RSg(Z, ξ, f).



Da nach Voraussetzung (gn)n∈N ⊆ BV([a, b]) auch
∫ b
a f dgn = lim|Z|→0 RSgn(Z, ξ, f) für alle

n ∈ N existiert, gilt für jedes ε > 0:

∃ δ̂n > 0 : |Z| < δ̂n =⇒
∣∣∣∣∫ b

a
f dgn − RSgn(Z, ξ, f)

∣∣∣∣ <
ε

3

∃ δ̃n > 0 : |Z| < δ̃n =⇒
∣∣∣∣∫ b

a
f dg − RSg(Z, ξ, f)

∣∣∣∣ <
ε

3
.

Weiterhin wissen wir, dass f als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a, b] ihr Maximum
annimmt. Setze also M := maxx∈[a,b] |f(x)|, wobei wir o.B.d.A annehmen können, dass M > 0.
Sei nun ε > 0.
Wähle zu jedem n ∈ N eine Zerlegung Z = {a = t0 < t1 < · · · < tm = b} mit |Z| < δn :=
min{δ̂n, δ̃n}. Wegen v(Z, gn) n→∞−−−→ v(Z, g), kann nun ein N ∈ N gewählt werden, so dass

|v(Z, gn)− v(Z, g)| < ε

3M
∀n ≥ N.

Dann gilt für alle n ≥ N :∣∣∣∣∫ b

a
f dg −

∫ b

a
f dgn

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ b

a
f dg − RSg(Z, ξ, f)

∣∣∣∣ + |RSg(Z, ξ, f)− RSgn(Z, ξ, f)|+
∣∣∣∣RSgn(Z, ξ, f)−

∫ b

a
f dgn

∣∣∣∣
<

ε

3
+

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

f(ξi)
(

(g(ti)− g(ti−1))− (gn(ti)− gn(ti−1))
)∣∣∣∣∣ +

ε

3

≤ 2ε

3
+ max

x∈[a,b]
|f(x)|

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

|g(ti)− g(ti−1)| − |gn(ti)− gn(ti−1)|

∣∣∣∣∣
=

2ε

3
+ M |v(Z, g)− v(Z, gn)| < 2ε

3
+ M

ε

3M
= ε.

Folglich erhalten wir die gewünschte Aussage limn→∞
∫ b
a f dgn =

∫ b
a f dg.


