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Das Analysis3-Team wünscht euch allen
frohe Weihnachten und einen guten Rutsch!

Übung

1. Aufgabe
Berechne mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes die folgenden Integrale:

a) ∫
S
(4xz~i− y2~j + yz ~k) · ~η dσ,

wobei S die Oberfläche des Würfels [0, 1]3 ist.

b) ∫
S
(x3~i + y3~j + z3 ~k) · ~η dσ,

wobei S die Oberfläche der Kugel mit Radius R > 0 um den Nullpunkt ist.

2. Aufgabe
Sei S die Oberfläche des Körpers

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 4− x2 − y2

}
und F ein Vektorfeld, gegeben durch F (x, y, z) = (x + y, y + z, x + z).

a) Skizziere V und zeige, dass V ein C1-Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen ist.

b) Berechne das Integral
∫
S F · ~η dσ einmal direkt und einmal mit Hilfe des Gaußschen Inte-

gralsatzes.

3. Aufgabe
Wiederholung



Hausaufgaben

1. Aufgabe (10 Punkte)
Sei G ⊆ R3 offen und V ⊆ G ein C1-Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen.
Beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist v ∈ C2(G) harmonisch, d.h. es ist ∆v = 0 auf G, so gilt∫
∂V

D~ηv dσ = 0 und
∫

∂V
v D~ηv dσ =

∫
V
‖∇v‖2 d(x, y, z).

b) Ist f ∈ C2(G) und F : G → R3 ein C1-Gradientenfeld, so gilt∫
∂V

f(F · ~η) dσ =
∫

V
(∇f · F + fdiv F ) d(x, y, z).

2. Aufgabe (6 Punkte)
Sei S die Oberfläche der Kugel mit Radius R > 0 um den Nullpunkt. Berechne das Oberflächen-
integral ∫

S
xdy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy

mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes und vergleiche den Aufwand zur direkten Berechnung
wie in Hausaufgabe 2 b) vom 9. Übungsblatt.

3. Aufgabe (12 Punkte)
Sei S die Oberfläche des Körpers

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ z ≤ 5

}
und F ein Vektorfeld, gegeben durch F (x, y, z) = (x + y, y + z, x + z).

a) Skizziere V und zeige, dass V ein C1-Normalbereich bzgl. aller Koordinatenebenen ist.

b) Berechne das Integral
∫
S F · ~η dσ einmal direkt und einmal mit Hilfe des Gaußschen Inte-

gralsatzes.

4. Aufgabe (12 Punkte)
Eine Folge (An)n∈N von Teilmengen ∅ 6= An ⊆ R3 heisst konvergent gegen einen Punkt p ∈ R3,
falls gilt:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N : An ⊆ Bε(p) = {x ∈ R3 | ‖x− p‖ < ε} für n ≥ n0.

Beweise die folgende Aussage:
Sei G ⊆ R3 offen, x ∈ G und (Qn)n∈N eine gegen x konvergente Folge von nicht-leeren Quadern
in G. Ist F ein C1-Vektorfeld auf G, so lässt sich die Divergenz von F wie folgt durch die sog.
Volumenableitung ausdrücken:

div F (x) = lim
n→∞

1
vol(Qn)

∫
∂Qn

F · ~η dσ.

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)


