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Übung

1. Aufgabe
kurze Wiederholung: Integrationstheorie im Rn

2. Aufgabe
Sei S 6= ∅ eine Menge und E ⊆ S. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Für alle E ⊆ P(S) gilt σ(E ∩ E) = σ(E) ∩ E.

b) Ist S = RN , so wird B0(E) von den relativ halboffenen Teilmengen von E erzeugt.

c) Ist S = RN eine Borelmenge, dann gilt B0(E) = {A ∈ B0(RN ) | A ⊆ E}.

d) Ist A eine σ-Algebra auf S, so ist die Spur A ∩ E eine σ-Algebra auf E.

3. Aufgabe
Sei (S,A, µ) ein Maßraum. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Für alle A, B ∈ A mit A ⊆ B und µ(A) < ∞ gilt

µ(B \A) = µ(B)− µ(A).

b) Für beliebige A, B ∈ A mit µ(A) < ∞ oder µ(B) < ∞ gilt

|µ(B)− µ(A)| ≤ µ(A M B).

H ierbei bezeichne M die symmetrische Differenz A M B = (A \B) ∪ (B \A).



Hausaufgaben

1. Aufgabe (10 Punkte)
Sei S 6= ∅ eine Menge und Z = {A1, A2, A3, . . .} eine abzählbare Zerlegung von S in paarweise
disjunkte Mengen, d.h. S =

⋃̇
i∈NAi. Beweise die folgenden Aussagen:

a) A =
{⋃

i∈J Ai | J ⊆ N
}

ist eine σ-Algebra auf S.

b) Es ist σ(Z) = A.

2. Aufgabe (8 Punkte)
Beweise die folgenden Aussagen:

a) Die Vereinigung zweier σ-Algebren auf einer Menge S 6= ∅ ist i. A. keine σ-Algebra auf S.

b) Ist A ⊆ RN eine Borelmenge und α > 0, so ist auch αA = {αx | x ∈ A} eine Borelmenge.

3. Aufgabe (10 Punkte)
Zeige, dass auf F1 genau ein Inhalt µ existiert, welcher den nach links halboffenen Intervallen
(a, b], a, b ∈ R, folgende Werte zuordnet:

µ ((a, b]) =

{
1 falls a ≤ 0 < b,

0 sonst.

Ist µ σ-additiv?

4. Aufgabe (12 Punkte)
Sei (S,A, µ) ein Maßraum. Für (An)n∈N ⊆ P(S) (d.h. für A1, A2, . . . ⊆ S) definiere

lim supAn =
∞⋂

k=1

∞⋃
i=k

Ai.

Beweise die folgenden Aussagen:

a) lim supAn besteht aus allen s ∈ S, die zu unendlich vielen der An gehören.

b) Ist (An)n∈N ⊆ A, so ist auch lim sup An ∈ A.

c) Ist (An)n∈N ⊆ A und gilt
∑∞

n=1 µ(An) < ∞, so ist µ(lim supAn) = 0.

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)


