Technische Universitidt Berlin Wintersemester 2008/09
Institut fiir Mathematik

PRrROF. DR. P. WITTBOLD

MARTHA HUBSKI

www.math.tu-berlin.de/Vorlesungen/WS08/Analysis3/

12. Ubungsblatt zur VL Analysis III

Lebesguemaf
Abgabe: 22.01.2009 vor Beginn der Ubung

UBUNG

1. Aufgabe
Sei R C P(S) ein Ring und g : R — [0, 00] ein Pramaf. Zeige anhand eines Beispiels, dass die
Fortsetzung von p zu einem Maf auf o(R) im Allgemeinen nicht eindeutig ist.

2. Aufgabe
Beweise die folgenden Eigenschaften des Lebesguemafes:

a) (Translationsinvarianz)
Fiir jede Borelmenge A € By(RY) gilt

MWz 4+ A) =AN) vz eRN

b) (Regularitét)
Fiir jede Borelmenge A € By(RY) gilt

MV (A) = inf{AN(0) | A C O, O offen}
=sup{\N(K) | K C A, K kompakt}.
3. Aufgabe

Zeige, dass Mengen existieren, die nicht Borel- bzw. Lebesgue-messbar sind, d.h es gilt

By = Bo(RY) # P(RY) baw. Ly := M vy #PERY).



HAUSAUFGABEN

1. Aufgabe (14 Punkte)
Gegeben sei der Ring R = {A C R | A oder R\ A ist endlich} und p1, 2 : R — [0, 00] seien
definiert durch

0 falls A endlich ist,

o0 sonst.

0 falls A endlich ist,

u1@4)=:{ ; u2b4)=:{
1 sonst.

a) Zeige, dass p1 und po Pramafie auf R sind.

b) Bestimme die zugehorigen duleren Mafle 7 und p3 sowie die Mengen M i und M.

c) Ist die Fortsetzung von pj und p3 zu Maflen auf o(R) bzw. M,x und M,s eindeutig?

2. Aufgabe (8 Punkte)
Sei p ein o-endliches Pramaf auf einem Ring R C P(S). Zeige, dass fiir alle A C S die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

a) Ae M-
b) Es existiert ein N C S mit g*(N) =0und AUN € o(R).

3. Aufgabe (6 Punkte)
Sei (S, A, 1) ein Mafiraum. Zeige, dass die Abbildung

A= [0,00, AUN — pu(A)

wie in Satz 11.3.9 aus der Vorlesung ein vollstindiges Maf8 auf A definiert.

4. Aufgabe (Lebesgue-Stieltjes-Maf) (12 Punkte)
Sei F': R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion, d.h. es gilt

lim F(t) = F R.
tl\rﬁ) (t) (t()) Vig €

a) Zeige, dass genau ein Prama8 up auf F! existiert mit der Eigenschaft
pr((a,b]) = F(b) — F(a).

b) Zeige, dass sich pup eindeutig zu einem Mafl auf By(R) (dem sog. Lebesgue-Stieltjes-Majs)
fortsetzen lisst.

c) Zeige, dass jedes MaB auf By(R), welches auf kompakten Teilmengen von R endlich ist, ein
Lebesgue-Stieltjes-Maf ist.
Hinweis: Betrachte die Funktion F mit F(x) = p([0,z)) wenn x > 0, F(x) = —u([z,0)) sonst.

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)



