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14. Übungsblatt zur VL Analysis III
Integration, Konvergenzsätze

Abgabe: 05.02.2009 vor Beginn der Übung

Lösungsskizze

2. Aufgabe (12 Punkte)
Sei (Ω,Σ, µ) ein σ-endlicher Maßraum (d.h. µ sei σ-endlich) und (fn)n∈N ein Folge meßbarer
Funktionen fn : Ω → [0,∞], die dem Maße nach gegen eine meßbare Funktion f : Ω → [0,∞]
konvergiert. Zeige, dass dann gilt: ∫

Ω
f dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω

fn dµ.

Beweis
Fall 1: lim infn→∞

∫
Ω fn dµ = ∞.

Dann folgt sofort

lim inf
n→∞

∫
Ω

fn dµ = ∞ ≥
∫

Ω
f dµ.

Fall 2: lim infn→∞
∫
Ω fn dµ ∈ [0,∞).

Verfahre wie im Beweis zur 3. Übungsaufgabe b), also Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, es sei

lim inf
n→∞

∫
Ω

fn dµ <

∫
Ω

f dµ.

Dann existiert ein ε > 0, so dass

lim inf
n→∞

∫
Ω

fn dµ + ε ≤
∫

Ω
f dµ.

Da die Folge
(∫

Ω fn dµ
)
n∈N nach unten (durch 0) beschränkt ist, ist lim infn→∞

∫
Ω fn dµ gerade

ihr kleinster Häufungspunkt. Somit existiert eine Teilfolge
(∫

Ω fnk
dµ

)
k∈N, die gegen lim infn→∞

∫
Ω fn dµ

konvergiert. Also gilt für fast alle k ∈ N:∫
Ω

fnk
dµ < lim inf

n→∞

∫
Ω

fn dµ + ε ≤
∫

Ω
f dµ

Diese Teilfolge kann (abhängig von ε) so gewählt werden, dass ein δ > 0 existiert mit∫
Ω

fnk
dµ + δ ≤

∫
Ω

f dµ ∀ k ∈ N. (*)

Betrachte nun die Folge (fnk
)k∈N.

Da nach Voraussetzung (fn)n∈N dem Maße nach gegen f konvergiert, konvergiert auch (fnk
)k∈N

dem Maße nach gegen f . Folglich existiert eine Teilfolge (fnkj
)j∈N von (fnk

)k∈N mit

lim
j→∞

fnkj
(x) = f(x) für µ-fast alle x ∈ Ω.



Daher erhalten wir mit dem Lemma von Fatou:∫
Ω

f dµ =
∫

Ω
lim

j→∞
fnkj

dµ ≤ lim inf
j→∞

∫
Ω

fnkj
dµ.

Nach elementaren Eigenschaften der Limes Inferior1 gilt für alle ε̃ > 0 und unendlich viele j ∈ N:∫
Ω

fnkj
dµ > lim inf

j→∞

∫
Ω

fnkj
dµ− ε̃,

also ∫
Ω

f dµ <

∫
Ω

fnkj
dµ + ε̃.

Dies steht aber im Widerspruch zu (*) und somit ist die Behauptung bewiesen.

Zusatzaufgabe (15 Punkte)
Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und (fn)n∈N ein Folge integrierbarer Funktionen fn : Ω → R, die µ-fast
überall gegen eine messbare Funktion h : Ω → R konvergiert. Seien weiterhin eine integrierbare
Funktion f : Ω → R und eine Konstante C ∈ R gegeben, so dass

f ≤ fn µ-fast überall und
∫

Ω
fn dµ ≤ C ∀n ∈ N.

Beweise die folgenden Aussagen:

a) Es existiert eine Folge (gn)n∈N integrierbarer Funktionen gn : Ω → R und eine integrierbare
Funktion g : Ω → R mit den Eigenschaften:

(i) Es gilt für µ-fast überall fn = gn für alle n ∈ N und µ-fast überall f = g

(ii) limn→∞ gn(x) = h(x) für alle x ∈ Ω

(iii) g ≤ gn für alle n ∈ N.

b) h ist integrierbar.

Beweis

a) Nach Voraussetzung existieren A,An ∈ Σ mit µ(A) = µ(An) = 0 für n ∈ N, so dass

lim
n→∞

fn(x) = h(x) ∀x ∈ Ω \A und f(x) ≤ fn(x) ∀x ∈ Ω \An.

Setze B := A ∪
(⋃

n∈N An

)
. Dann ist offensichtlich B ∈ Σ mit µ(B) = 0 wegen

0 ≤ µ(B) ≤ µ(A) +
∑
n∈N

µ(An) = 0.

Da Ω \B ⊆ Ω \A und Ω \B ⊆ Ω \
⋃

n∈N An, erhalten wir

∀x ∈ Ω \B : lim
n→∞

fn(x) = h(x) und f(x) ≤ fn(x) ∀n ∈ N. (**)

Setze nun
gn := fnχΩ\B + hχB und g := fχΩ\B + hχB.

1a = lim infn→∞ an genau dann, wenn für alle ε > 0 gilt:
an ∈ ]a− ε, a + ε[ für unendlich viele n ∈ N und an < a− ε für höchstens endlich viele n ∈ N.



Da µ(B) = 0, erhalten wir mit der Integrierbarkeit von fn und f auch die Integrierbarkeit
von gn und g durch:∫

Ω
gn dµ =

∫
Ω\B

fn dµ < ∞ und
∫

Ω
g dµ =

∫
Ω\B

f dµ < ∞.

Zeige nun noch, dass die so konstruierten Abbildungen gn und g die geforderten Eigen-
schaften (i)-(iii) erfüllen.
(i): Für alle x ∈ Ω \B gilt offensichtlich gn(x) = fn(x) und g(x) = f(x).
(iii)+(ii): Ist x ∈ B, so erhalten wir

gn(x) = h(x) = g(x) ∀n ∈ N und lim
n→∞

gn(x) = h(x).

Im Falle x ∈ Ω \B folgt mit (**)

gn(x) = fn(x) ≤ f(x) = g(x) ∀n ∈ N und lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x).

b) Verwende gn und g wie in a) und betrachte die Folge (gn−g)n∈N integrierbarer Funktionen.
Nach (ii) konvergiert (gn−g)n∈N auf ganz Ω punktweise gegen die messbare Funktion h−g.
Da nach (iii) gn − g ≥ 0 für alle n ∈ N, folgt also auch h − g ≥ 0 und wir können das
Lemma von Fatou anwenden:∫

Ω
h− g dµ =

∫
Ω

lim
n→∞

gn − g dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

gn − g dµ.

Mit der Integrierbarkeit von g und (i) erhalten wir wegen
∫
Ω gn dµ =

∫
Ω fn dµ ≤ C:∫

Ω
h− g dµ ≤ C −

∫
Ω

g dµ < ∞.

Also ist h− g integrierbar und somit auch h = h− g + g.


