STOCHASTISCHE MODELLE

Michael Scheutzow

Vorlesungsskript

Technische Universitat Berlin

Wintersemester 2006/07

VORLAUFIGE VERSION
NOVEMBER 2003






Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen
1.1 Einleitung . . . . .. .. ..
1.2  Warteschlangenmodelle . .

1.3 Stochastische Prozesse und ihre Verteilung . . . . . . . . ... .. ... ... ...

1.4 Endlich-dimensionale Verteilungen . . . . . . . ... ... ... ... .......

1.5 Simulation von Zufallsvariablen . . . . . . . . . . . ...

2 Markovketten mit diskreter Zeit

2.1 Einleitung . . . . . .. ...

2.2 Simulation einer Markovkette und Beispiele . . . . . . ... ... ...

2.3 Definition und einfache Eigenschaften . . . . . . .. .. .. .. ...

2.4 Rekurrenz und Transienz von Markovketten . . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.5 Klassifikation der Zustiande

2.6 Grenzwertséitze und invariante Verteilungen . . . . . . .. .. ... ..o

2.7 Beispiele. . . . .. ... ..

3 Markovketten mit stetiger Zeit

3.1 Einleitung und Beispiele . .

3.2 Definitionen und erste Ergebnisse . . . . . . . . ... ... ... L L.

3.3 Vorwirts- und Riickwértsgleichungen . . . . . . . . .. ..o L oL

3.4 Langzeitverhalten und invariante Mafle . . . . . . . .. ... ... ... ......

3.5 Beispiele: Warteschlangen .
3.5.1 Warteschlangen . . .
3.5.2  Warteschlangennetze

4 Martingale
5 Gaufdsche Prozesse

Literatur

S = T Y JUR Sy

©

10
15
20
24
28
36

47
47
50
o7
63
68
68
68

73

75

77






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff des “Stochastischen Prozesses” anschaulich und formal
einfithren. Den Abschluss bildet ein Abschnitt iiber die Simulation von Zufallsvariablen mit
vorgegebener Verteilung.

Ein stochastischer Prozess ist ein mathematisches Modell fiir einen realen Vorgang, der
zufillig ist und von einem Parameter (meist der Zeit) abhéngt. Beispiele fiir zufillige reale
Vorginge, auf die die Theorie der stochastischen Prozesse mit Erfolg angewendet wird, sind:

e Warteschlangen (auch Netze von Warteschlangen),

e Lagerhaltung,

e Ausbreitung von Epidemien,

e Ausbreitung von Genen,

e Populationsentwicklung,

e Wasserstand in einem Staudamm,

e Aktienkurse,

e Kapital eines Versicherungsunternehmens,

e Belastung eines Bauteils eines Fahrzeugs wihrend der Fahrt,

e Temperaturverteilung auf der Erdoberfliche.

Alle diese Beispiele sind zeitabhéngig und in der Regel nicht mit Sicherheit vorhersagbar,
weswegen sich eine stochastische Modellierung anbietet. Zu stochastischen Prozessen werden
diese Beispiele erst dann, wenn man festlegt, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die einzelnen
Realisierungen auftreten. Man kann einen stochastischen Prozess auffassen als eine Zufallsva-
riable mit Werten nicht in R, sondern in einem geeigneten Raum von (Zeit-)funktionen. Ein
stochastischer Prozess ist also eine zufillige Funktion (mit festem Definitions- und Wertebe-
reich).
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Zu einem stochastischen Prozess gehort immer ein Zustandsraum E und eine Parameter-
menge I. Der Zustandsraum ist der Wertebereich (oder eine Obermenge davon), die Parameter-
menge der Definitionsbereich der zufélligen Funktionen. Zustandsraum F und Parametermenge
I kénnen im Prinzip beliebige nichtleere Mengen sein; fiir £ werden wir aber gleich eine zusétz-
liche Struktur fordern. Wichtig sind aber folgende Spezialfille.

endlich,
abzéhlbar unendlich,
E R,
R™,
Funktionenraum,
diskret (endlich, N, Ny, Z),
kontinuierlich (R, R, R"  Kugeloberfliche, ...).

I ist in den meisten Anwendungsfillen eine Menge von Zeitpunkten. Es gibt aber auch inter-
essante Beispiele, fiir die I nicht als “Zeit”, sondern als “Ort” zu interpretieren ist. Interessiert
man sich etwa fiir die Temperaturverteilung auf der gesamten Erdoberfliche zu einem festen
Zeitpunkt, dann ist der Definitionsbereich I (z.B.) die Kugeloberfliche.

Bei der Beschreibung realer Phénomene ist die Trennung von I und E nicht immer eindeutig.
Betrachtet man zum Beispiel die Temperaturverteilung auf der Erdoberfliche als Funktion der
Zeit, so hat man unter anderen die folgenden Moglichkeiten:

o [ =R = “Zeit” und E = {f: Kugeloberfliche — R},

o | = RxKugeloberfliche = “Zeit xOrt” und E = RT™ = “Temperatur”.

Der Ubergang von einem realen Prozess zu dem mathematischen Modell eines stochastischen
Prozesses beinhaltet in der Regel gewisse Hypothesen oder Annahmen (auch Vereinfachungen)
iiber den realen Prozess sowie gegebenenfalls statistische Verfahren, z.B. zum Schétzen von
Parametern, die bei der Modellierung zunéchst nicht festgelegt wurden. Statistische Verfahren
im Zusammenhang mit stochastischen Prozessen werden oft als Zeitreihenanalyse bezeichnet.
Wir werden uns damit erst im letzten Kapitel beschéftigen.

Gelegentlich kann oder muss man auf statistische Verfahren verzichten, etwa dann, wenn
das Modell so plausibel ist, dass es keiner statistischen Absicherung bedarf (z.B., dass bei
einem fair aussehenden Wiirfel alle Seiten gleich wahrscheinlich und aufeinander folgende Wiirfe
unabhiingig sind) oder dann, wenn die Modellierung als stochastischer Prozess vorgenommen
wird, bevor Realisierungen beobachtbar sind (etwa bei Zuverldssigkeitsuntersuchungen von erst
in Betrieb zu nehmenden industriellen Anlagen).

Wenn man ein mathematisches Modell, d. h. einen stochastischen Prozess, festgelegt hat,
dann kann man je nach Anwendung an verschiedenen Fragen interessiert sein. Zum Beispiel an

e der Berechnung gewisser Wahrscheinlichkeiten (analytisch oder numerisch),
e der Berechnung von (optimalen) Steuerungen,
e qualitativen Aussagen (z.B. Konvergenz gegen Gleichgewicht),

e der Simulation des Prozesses auf dem Rechner.



VERSION NOVEMBER 2003 3

Unter Umstidnden erkennt man bei diesen Schritten, dass das Modell den realen Prozess
doch nicht hinreichend gut beschreibt. Dann bietet es sich an, eine andere Modellierung zu
versuchen und zu testen (etwa durch Simulation). Aber auch dann, wenn man hinreichendes
Vertrauen zu der Modellierung hat, sind Berechnungen und Simulationen interessant, um ge-
gebenenfalls entsprechend zu reagieren (z. B. Aktien verkaufen, Versicherungspriamien erhhen,
Kapazititsausweitung).

1.2 Warteschlangenmodelle

Warteschlangensituationen sind in den Anwendungen sehr wichtig (Rechnernetze, Kunden in
Geschiften, Bearbeitung von Antriigen) und gleichzeitig oft recht gut und einfach durch sto-
chastische Prozesse modellierbar. In einer Reihe von interessanten Spezialfillen kann man ana-
lytische Resultate gewinnen. Selbst wenn dies nicht gelingt, kann man Warteschlangenmodelle
meist ohne groflen Aufwand auf dem Rechner simulieren. Wir werden an verschiedenen Stellen
der Vorlesung auf Warteschlangenmodelle eingehen. Hier werden wir zunéchst nur eine grobe
Beschreibung einer Teilklasse von Warteschlangenmodellen angeben, die in der Literatur beson-
ders ausfiihrlich behandelt wird. Diese Modelle werden durch vier durch Schrigstriche getrennte
Symbole gekennzeichnet:

Va/Vs/AB/ Kmax, (1.2.1)
mit den Bedeutungen:
Va Verteilung der Zwischenankunftszeiten,
VB Verteilung der Bedienungszeiten,
Ag Anzahl der Bediener,

Kiax maximale Kapazitit.
Hierbei sind die folgenden Annahmen iiblich:

e Die Kunden kommen einzeln an,

e die Zeitdauern zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ankiinften sind unabhéngig und iden-
tisch verteilt,

e ebenso die Bedienungszeiten.

In den ersten beiden Positionen (also Va und Vi) werden die Verteilungen der Zwischenan-
kunftszeiten und der Bedienungszeiten eingetragen. Entweder kann dort explizit die Verteilung
notiert werden oder (was iiblicher ist) durch folgende Symbole Klassen von Verteilungen (d. h.
die genaue Verteilung wird offengelassen):

e G = “general” (d.h. beliebig)
e D = “deterministisch”

e M = “Markovsch”, d. h. Exponentialverteilung
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e F; = “Erlangverteilung mit Formparameter k”, d.h. Verteilung der Summe von k un-
abhéngigen exponentialverteilten Zufallsvariablen mit demselben Parameter (k € N).

In der dritten Position (also Ap) steht eine natiirliche Zahl, die die Zahl der Bediener angibt,
unter Umsténden auch oo.

In der vierten Position (also Kyax) steht eine natiirliche Zahl, die die maximale Zahl von
Kunden im System angibt. Es wird angenommen, dass Ankiinfte bei vollem System abgewie-
sen werden (und nicht warten). Gibt es keine Kapazitéitsbeschrinkung, so 1afit man die vierte
Position meist leer, anstatt oo einzutragen.

Weitere Angaben iiber ein Warteschlangenmodell, die aus der obigen Notation nicht hervor-
gehen, werden bei Bedarf extra spezifiziert. Neben einer Festlegung von Parametern ist dies z. B.
die Regelung, in welcher Reihenfolge die Kunden bedient werden. Géngige Regeln hierfiir sind
FIFO (“first in first out”), seltener LIFO (“last in first out”, Beispiel: Stapel auf Schreibtisch),
zufillige Auswahl und Reihenfolge nach Prioritéiten eventuell in Verbindung mit anderen Regeln
bei gleicher Prioritidt. Dabei ist festzulegen, ob Bedienungen auch unterbrochen werden, wenn
eine Anforderung mit hoherer Prioritdt eintrifft.

Wir betonen noch einmal, dass hdufig in der Realitdt Modelle, die mit der obigen Nota-
tion beschreibbar sind, zu primitiv sind. Das heisst nicht, dass kompliziertere Modelle einer
mathematischen Beschreibung unzugénglich waren. In der Tat werden in der Literatur der letz-
ten 20 Jahre vielfach recht komplizierte Warteschlangenmodelle, die z. B. Abhéngigkeiten oder
periodische Schwankungen beriicksichtigen, untersucht.

Fragestellungen im Zusammenhang mit Warteschlangenmodellen sind zum Beispiel:

e Konvergiert die Verteilung der Anzahl der Kunden im System gegen eine Grenzverteilung,
oder “explodiert” die Verteilung?

e Verteilung der Wartezeit eines Kunden?
e Verteilung der Zeit, bis das System wieder leer ist?

e Wie dndern sich diese Grofien, wenn die Zahl der Bediener um 1 erhéht wird? (oder wenn
sich durch bessere Schulung oder besseren Leistungsanreiz die Bedienungszeitverteilung
verringert).

1.3 Stochastische Prozesse und ihre Verteilung

Wir wollen nun formal den Begriff eines stochastischen Prozesses definieren.

Definition 1.3.1. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X;);csr von reellwertigen Zufalls-
variablen Xy, t € I, die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) definiert sind. Dabei
ist I eine beliebige (nichtleere) Indexmenge.

Bemerkung 1.3.2. Meist ist I eine Teilmenge von R und wird als “Zeit” interpretiert.

Oft erlaubt man auch allgemeinere Zustandsrdume F. Um von der Verteilung einer F-
wertigen Zufallsvariablen reden zu konnen, muss auf E eine o-Algebra £ definiert werden. Das
Paar (E, &) nennt man einen Messraum. Wir erinnern daran, dass eine o-Algebra £ iiber einer
nichtleeren Menge E eine Teilmenge der Potenzmenge 2F ist, die die leere Menge enthilt und
abgeschlossen gegen Komplement- und abzéhlbarer Vereinigungsbildung ist. o-Algebren sind die
natiirlichen Definitionsbereiche fiir Wahrscheinlichkeitsmafe.
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Definition 1.3.3. Sei (E, £) ein Messraum. Ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E, &)
ist eine Familie (X})ie; von messbaren Abbildungen Xy, ¢ € I, von demselben Wahrscheinlich-
keitsraum (£2, F,P) nach (E,&). Fiir festes w € Q heisst die Abbildung X (w): I — E Pfad,
Trajektorie oder Realisierung des stochastischen Prozesses. Falls I = Ny oder I = [0,00), so
heifit die Verteilung von Xy die Startverteilung des Prozesses. (Falls E diskret ist, so spricht
man auch vom Startvektor.)

Wir erinnern daran, dass eine Abbildung X : (E1, &) — (Ea, &2) zwischen zwei Messrdumen
messbar heisst, wenn alle Urbilder unter X von Elementen in & in & liegen, also

B c & = {we Ei: X(w) € B} € &1. (1.3.1)

Man mache sich die Analogie zum Begriff der Stetigkeit einer Abbildung zwischen topologischen
Réaumen klar!

Fiir Zufallsvariable ist der Begriff der Verteilung sehr wichtig. Fast immer sind die Gréflen,
die einen an einer Zufallsvariablen interessieren, eine Funktion der Verteilung der Zufallsva-
riablen, zum Beispiel Erwartungswert, Varianz und die Uberschreitungswahrscheinlichkeit einer
Grenze. Fiir stochastische Prozesse gilt Ahnliches. Daher ist es unser néchstes Ziel, die Verteilung
eines stochastischen Prozesses zu definieren. Wir erinnern an die Definition der Verteilung einer
reellwertigen Zufallsvariable, d. h. des Falls |I| = 1, (E, ) = (R, B), wobei B die Borel-o-Algebra
iiber R ist, ndmlich die von den Intervallen erzeugte.

Eine Zufallsvariable X ist nun eine messbare Abbildung

X:(Q,F,P)— (R,B), (1.3.2)
und die Verteilung P von X ist das Bildmaf auf (R, B) von P unter X d.h.
P(B) :=P(X'(B)) :=P{weQ: X(w)eB}), BebkB. (1.3.3)

Man sieht hier, dass die Messbarkeit von X wichtig ist! Sie garantiert némlich, dass X ~!(B) in
F liegt und somit P(X ~1(B)) iiberhaupt definiert ist.

In der allgemeinen Situation hat man statt R Funktionen von I nach E, also Elemente aus
ET, d.h. zufillige Funktionen statt zufilliger Zahlen. Um wie im reellwertigen Fall wie oben
eine Verteilung P definieren zu kénnen, braucht man auf E eine o-Algebra. Die am meisten
verwendete und {iblichste ist die Produkt-o-Algebra! £7:

Definition 1.3.4. &’ ist die kleinste o-Algebra iiber E', die alle endlich-dimensionalen Recht-
ecke enthélt, d. h. Mengen der Form

{feE" f(iy) € Ei,..., flix) € By}, mit k € Nyiy,...,ip €I,Fy,..., B, €& (1.3.4)

Ubungsaufgabe: In Definition 1.3.4 und schon vorher bei der Definition der Borel-o-Algebra
brauchten wir das folgende Resultat: Sei F eine nichtleere Menge und C eine Familie von Teil-
mengen der Potenzmenge 27. Dann gibt es eine kleinste o-Algebra £ iiber E, die C enthiilt.

Lemma 1.3.5. Sei (X;)ier ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E, ). Definiere eine
Abbildung X : (2, F,P) — (EL, &Y durch

(X (w))(t) == X¢(w), weQtel. (1.3.5)
Dann ist X messbar, d.h. X~Y(B) € F fiir alle B € €.

'"Wir erinnern daran, dass £’ nicht die Menge aller Abbildungen I — £ bezeichnet, sondern die von dieser
Menge erzeugte o-Algebra.
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Beweis. Ubung. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Verteilung eines stochastischen Prozesses ganz
analog zur Verteilung einer Zufallsvariablen definieren.

Definition 1.3.6. Die Verteilung P eines stochastischen Prozesses (X;)ier auf (Q, F, P) mit
Zustandsraum (FE,€) ist das Bildmaf von P unter der in (1.3.5) definierten Abbildung X; in
Formeln:

P(B):=P(X'(B)) =P({w: X(w) € B}), Beé&l (1.3.6)

Bemerkung 1.3.7. Aus der Verteilung P eines Prozesses (Xt)ter ist im Allgemeinen nicht
erkennbar, ob zum Beispiel im Fall I = R, E = R alle Pfade stetige Funktionen sind (vgl.
Ubungsaufgabe). Die frithere Bemerkung, dass fiir Zufallsvariablen nahezu alle interessanten
Fragen nur durch die Kenntnis der Verteilung beantwortet werden koénnen, ist daher nur mit
Einschrinkungen auf stochastische Prozesse iibertraghar. Meist versucht man, zu gegebenem
P einen stochastischen Prozess mit Verteilung P so zu konstruieren, dass die Pfade so “glatt”
oder “reguldr” wie moglich sind, zumindest rechtsseitig stetig mit linksseitigen Grenzwerten.
Wir werden darauf in dieser Vorlesung aber nicht im Detail eingehen.

1.4 Endlich-dimensionale Verteilungen

Die Verteilung eines stochastischen Prozesses ist oft ein recht kompliziertes Objekt und ist meist
nicht — oder nur mit grofler Miihe — explizit angebbar. Es stellt sich daher die Frage, ob man
Verteilungen implizit charakterisieren kann, etwa dadurch, dass man lediglich die gemeinsamen
Verteilungen zu endlich vielen Zeitpunkten angibt. Die Frage ist dann, ob dadurch die Verteilung
eindeutig festgelegt wird. Dies ist eine Frage nach der eindeutigen Fortsetzbarkeit zu einem
Wahrscheinlichkeitsmaf}, dessen Werte nur auf einer Teilmenge von F gegeben sind.

Wir schreiben J C I, falls J eine endliche nichtleere Teilmenge von I ist.

Definition 1.4.1. Sei (X;)es ein stochastischer Prozess. Die Familie (ﬁJ)JE[ aller (gemein-
samen) Verteilungen Py von (Xi)e; fiir alle J T I heisst Familie der endlich-dimensionalen
Verteilungen von (X;)ier, bzw. von P, wenn dies die Verteilung von (X;)ser ist.

Die endlich dimensionale Verteilung P; ist ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (E7,€7). Of-
fenbar ist ]3J durch P eindeutig bestimmt. Man kann ]3J als das BildmaB von P unter der
Projektion m;: (B!, &1) — (E7,&7) interpretieren, die f € E! auf (7;f)(j) := f(j) fir j € J
abbildet (diese Abbildung 7 ist messbar!).

Der folgende Satz 1.4.3 wird nicht nur die Eindeutigkeit einer Fortsetzung in vielen Féllen
positiv beantworten, sondern auch notwendige und hinreichende Bedingungen an Familien von
Wahrscheinlichkeitsmaen P; mit J T I bereitstellen dafiir, dass die P; gerade die endlich-
dimensionalen Verteilungen einer Verteilung P sind. Dazu miissen die P offensichtlich gewisse
Konsistenzbedingungen erfiillen.

Definition 1.4.2. Sei [ eine nichtleere Indexmenge, (F, £) ein Messraum, und fiir jedes J C I sei
ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (E7, £7) vorgegeben. Die Familie (P ) s heisst konsistent,
wenn fiir alle J; C I und Jo C I mit J; C Jy jeweils gilt, dass P 7, gleich der Einschrénkung
(oder Projektion) von P, auf J; ist.
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Ein polnischer Raum ist ein vollstéandiger metrischer Raum mit abzéhlbarer Basis der Topo-
logie. Falls nicht anders vermerkt, versehen wir einen polnischen Raum immer mit der o-Algebra
der Borelmengen, d. h. der kleinsten o-Algebra, die alle offenen Mengen enthéilt. Polnische Raume
haben sich als sehr natiirliche Zustandsrdume von stochastischen Prozessen erwiesen; siehe auch
Bemerkung 1.4.4.

Der folgende (theoretisch sehr wichtige) Satz stellt klar, dass zu konsistenten Familien von
Wahrscheinlichkeitsmafien in natiirlicher Weise ein stochastischer Prozess gehort.

Satz 1.4.3 (Existenzsatz von Kolmogorov). Wenn E ein polnischer Raum ist und I eine Index-
menge und (Pj) -1 eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen ist, dann existiert
genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (ET,EY), so dass die Pj die endlich dimensionalen
Verteilungen von P sind. Weiter existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum und darauf ein stocha-
stischer Prozess (Xi)ie; mit Zustandsraum (E,E) und Verteilung P.

Beweis. Der Beweis ist zu aufwendig, um ihn hier zu présentieren. Der interessierte Leser sei
auf [Ba68, S. 288 ff] verwiesen. O

Eine Konsequenz von Satz 1.4.3 ist, dass, um einen Prozess (X,,)nen, mit Werten in einem
polnischen Raum zu definieren, es ausreicht, fiir jedes n € Ny nur die Verteilung des Vektors
(Xo,...,X,) anzugeben unter der Voraussetzung, dass die Folge der so definierten Verteilungen
konsistent ist.

Bemerkung 1.4.4. Die meisten interessanten Zustandsrdume (E, £) sind polnisch, z. B. R, R™,
c™, RN, C([0,1],R™). Ohne die Voraussetzung “polnisch” ist Satz 1.4.3 falsch. Der letzte Teil der
Aussage von Satz 1.4.3 ist recht leicht zu sehen. Man kann als Wahrscheinlichkeitsraum immer
(B!, &1, P) wihlen und X;(f) := f(i) fiir i € I und f € E! wihlen. Dann ist die in Lemma 1.3.5
definierte Abbildung X gerade die Identitit und somit die Verteilung von X gleich P.

1.5 Simulation von Zufallsvariablen

Gegeben sei eine Zufallsvariable U mit einer Gleichverteilung auf [0, 1], d.h. die Verteilungs-
funktion Fyy von U ist gegeben durch

0, fallsx <0,
Fy(z)=P(U <z)=<z, fallsO0<z<1 (1.5.1)
1, fallsz > 1.

Weiter sei F': R — [0, 1] eine vorgegebene Verteilungsfunktion. Man finde eine Funktion g: [0, 1] —
R, so dass die Zufallsvariable X := ¢g(U) die vorgegebene Verteilungsfunktion F' hat.

Da die meisten Rechner (Pseudo-)Zufallsgeneratoren besitzen, die Realisierungen von un-
abhéngigen, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen (ndherungsweise) erzeugen, braucht man
den ersten Wert dieser Folge lediglich in g einzusetzen und erhilt damit eine Zufallsvariable
mit Verteilungsfunktion F'. Entsprechend kann man Folgen von unabhéngigen Zufallsvariablen
(auch mit verschiedenen Verteilungen) simulieren.

Lemma 1.5.1. Man kann
g(u) :=inf{y e R: F(y) > u}, we]0,1] (1.5.2)
wdhlen (inf ) = o).
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Bemerkung 1.5.2. Wenn F stetig und streng monoton wachsend ist, dann ist g(u) = F~!(u)
fiir alle w € R. Graphisch kann man sich g auch fiir allgemeines F' wie folgt veranschaulichen:

SKIZZE

Man trigt die Realisierung u (die der Rechner liefert) auf der Ordinate ab und lauft von
—oo nach rechts, bis man auf den Graph von F' stoft. Der zugehorige Abszissenwert ist g(u).

Beweis von Lemma 1.5.1. Es gilt fiir u € [0, 1]
u< F(z) <= gu) <z, (1.5.3)

denn u < F(x) = g(u) < g(F(r)) <z und g(u) <z = u < F(g(u)) < F(x). (Die Aquivalenz
in (1.5.3) gilt nicht, wenn “<” auf beiden Seiten durch “<” ersetzt wird!)
Daraus folgt wegen P(U € (0,1)) =1

P(X <z)=P(g(U) <z)=PU < F(x)) = F(x), x €R. (1.5.4)
Das heifit, dass X = g(U) wirklich die vorgegebene Verteilungsfunktion besitzt. O

Bemerkung 1.5.3. Die in (1.5.1) angegebene Funktion g ist nicht die einzige, so dass g(U) die
vorgegebene Verteilung hat.

Beispiel 1.5.4. Wie simuliert man eine exponentialverteilte Zufallsvariable?
Sei also X ~ Exp(A) fiir A > 0, dann hat X die Verteilungsfunktion

0 falls <0
Flz)=<" - 1.5.5
(@) {1 —e M falls z > 0. ( )

Wir halten ein u € (0,1) fest. Fiir die in (1.5.1) definierte Funktion g gilt g(u) = F~!(u) =: z,
alsou = F(z) =1 —e 7,

Lost man diese Gleichung nach x auf, dann erhélt man x = g(u) = —1/Alog(1 — u).

Also ist X := —1/Alog(1 — U) Exp(\)-verteilt.

Bemerkung 1.5.5. Zur Simulation von normalverteilten Zufallsvariablen ist das obige Verfah-
ren nicht sehr gut geeignet, da die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion F' sich nicht einfach
darstellen 148t. Ohne Beweis nennen wir eine wesentlich bessere Moglichkeit:

Seien Uy und Uy unabhingige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen und
X1 = (=2logU)Y?cos(2xUs),
Xy = (—2logU)Y?sin(27Us)

Dann sind X; und X5 unabhéngig und beide NV (0, 1)-verteilt. Will man nur eine N'(0, 1) —verteilte
Zufallsvariable, so ignoriert man Xo.



Kapitel 2

Markovketten mit diskreter Zeit

2.1 Einleitung

Markovketten modellieren zuféllige Vorgénge mit endlich oder abzihlbar unendlich vielen Zustén-
den mit diskreter Zeit (I = Np), bei denen Uberginge zwischen den Zustéinden mit vorgegebenen
Wahrscheinlichkeiten unabhéingig von der Vorgeschichte — d. h. auf welchem Pfad man in den
gegenwirtigen Zustand kam — stattfinden. Den Zustandsraum bezeichnen wir wieder mit £. Man
kann 0.B.d.A. immer E = {1,...,n} fiir ein n € N oder £ = N wihlen. Als o-Algebra £ auf E
nehmen wir — wie bei abzidhlbaren Mengen iiblich — immer die Potenzmenge von E. Anschau-
lich kann man sich eine Markovkette als gerichteten Graphen vorstellen, wobei die Ecken die
Elemente von E darstellen und gerichtete Kanten solche Ubergiinge, die positive Wahrschein-
lichkeit haben. Jede Kante beschriftet man mit der zugehérigen Ubergangswahrscheinlichkeit,
zum Beispiel

Abbildung 2.1.1: Graphische Darstellung einer Markovkette

Eine Markovkette ist charakterisiert durch eine Funktion P: E x E — [0, 1], wobei wir
P = (pij)i jer schreiben und p;; die Ubergangswahrscheinlichkeit nach j angibt, wenn man sich
gerade in ¢ befindet. P ldsst sich als (eventuell unendliche) Matrix interpretieren, wobei jedem
Zustand eine Zeile und eine Spalte entspricht.

Definition 2.1.1. Eine Matrix P = (p;;); jer heifit Ubergangsmatriz oder stochastische Matriz,

9
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falls gelten:
(1) Dij = 0 fiir alle 4,5 € E,
(11) ZjEE'pij =1 fir alle i € F.

Bemerkung 2.1.2. Wir setzen immer voraus, dass die Ubergangsmatrix sich zeitlich nicht
andert (zeitliche Homogenitdt) und machen dies zu einem Bestandteil der Definition einer Mar-
kovkette. Manche Autoren lassen eine zeitliche Inhomogenitét bei der Definition einer Markov-
kette zu (d.h. P hiangt noch von der Zeit n ab), behandeln dann aber meistens doch nur den
zeitlich homogenen Fall ausfiihrlicher.

Bislang haben wir den Begriff einer Markovkette noch nicht mit dem eines stochastischen
Prozesses in Verbindung gebracht. Da wir unter einer Markovkette nur den Ubergangsmecha-
nismus, der durch P gegeben ist, verstehen wollen, ist eine Markovkette nicht apriori ein sto-
chastischer Prozess. Durch P wird nicht einmal die Verteilung eines stochastischen Prozesses
eindeutig festgelegt, da P nichts dariiber aussagt, mit welcher Verteilung auf E der Prozess
starten soll. Erst eine Startverteilung und eine Ubergangsmatrix P zusammen legen eindeutig
eine Verteilung auf B fest. Wir werden spiter darauf genauer eingehen.

2.2 Simulation einer Markovkette und Beispiele

Es sei ein hochstens abzdhlbarer Zustandsraum F, eine stochastische Matrix P und ein Wahr-
scheinlichkeitsvektor a gegeben. Weiter stehe eine Folge Uy, Us, ... von unabhingigen, auf [0, 1]
gleichverteilten Zufallsvariablen zur Verfiigung. Man simuliere damit eine Markovkette mit Start-
verteilung @ und Ubergangsmatrix P. Wir nehmen hier (0.B.d.A.) an, dass F = {1,...,n} oder
FE = N ist.

Zunichst simuliert man die Startposition, d.h. eine F-wertige Zufallsvariable Xy mit der
Startverteilung a. Wir haben schon gesehen, wie man dies macht. Um die Lesbarkeit zu verbes-
sern, schreiben wir einige Schleifen explizit aus.

1. Simulation des Startwertes X

k=0.
=1
Wenn U; < ay, setze Xg = j, gehe nach 2.

| = 2.
Wenn U; < a1 + ag, setze Xy = j, gehe nach 2.

2. Simulation von X4
k=Fk+1.
j=1
Wenn Uy1 < p;1, setze Xi = j, gehe nach 2.
j=2.
Wenn Uy, 1 < pi1 + pie, setze X = j, gehe nach 2.
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Als Abbruchkriterium wird man meist die Uberschreitung einer gewissen Grenze von k
wéhlen. Alternativ konnte man so lange simulieren, bis ein bestimmter Zustand eine definierte
Anzahl von Besuchen erfahren hat.

Bevor wir die Theorie der Markovketten weiter behandeln, betrachten wir zunéchst einige
Beispiele.

Beispiel 2.2.1 (Symmetrische Irrfahrt auf Z). Hier ist £ = Z und

L falls |i — j| =1,
pij = {2 i =3l (2.2.1)
0  sonst.

Diese Markovkette beschreibt ein Teilchen, das pro Zeiteinheit auf Z um eins nach rechts oder
links springt, und zwar immer mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Die Ubergangsmatrix P = (pij)ijez
ist dann eine unendlich grofie Dreibandmatrix, die auf der Hauptdiagonalen ausschliesslich Nul-
len hat und auf den beiden Nebendiagonalen immer den Wert 1/2.

Das Anfangsstiick eines Pfades der symmetrischen Irrfahrt (mit Start in Null) kann zum
Beispiel so aussehen (linear interpoliert):

Zl\

v

NN N

Abbildung 2.2.1: Realisierung einer symmetrischen Irrfahrt

Beispiel 2.2.2 (Symmetrische Irrfahrt auf Z9,d € N). Hier ist £ = Z? und

L falls i —j| =1,
s = { i3l 222
0 sonst.

(Mit || meinen wir die Summe der Betréige der Koeffizienten.) Man sieht leicht, dass >, p pij =

1 fiir alle i ist, denn jeder Punkt im d-dimensionalen Gitter Z¢ hat 2d Nachbarn (d.h. Elemente
mit euklidischem Abstand 1).

Zu diesen (und vielen anderen) Beispielen kann man die folgenden Fragen stellen:

e Was ist die Verteilung von X,, (d.h. des Ortes nach n Schritten) bei bekannter Startver-
teilung?
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e Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, jemals zum Ausgangspunkt zuriickzukehren?
e Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, unendlich oft zum Ausgangspunkt zuriickzukehren?

e Wie grof ist die erwartete Anzahl von Besuchen des Ausgangspunktes (wenn der Prozess
unendlich lange lauft)?

Beispiel 2.2.3 (uiv Folgen). Folgen von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofien sind
insbesondere Markovketten: Sei X, X1, Xo, ... eine Folge von u.i.v. Zufallsvariable mit abzahl-
barem Zustandsraum E. Sei b; = P(Xo = i) fiir alle i € E. Dann gilt } ,_,b; = 1. Offenbar
ist (Xo, X1, X2,...) eine Markovkette mit Startverteilung b = (b;);cp und Ubergangsmatrix
P = (bj)i jer. Insbesondere sind alle Spalten P konstant, da die Zufallsvariable X, X1, Xo, ...
unabhéngig sind.

Beispiel 2.2.4 (Irrfahrten). Sei X, Xo, ... eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen mit Zustands-
raum Z und Verteilung gegeben durch b; = P(X; = 7). Wir setzen Sp := 0 und S,, = > ;_; Xp.
Dann ist (Sp)nen, eine Markovkette mit Startverteilung a; = d;0 (d.h. ap = 1 und a; = 0 fiir
alle i # 0). Die Ubergangsmatrix ist P = (bj_;); jez. Die Markovkette (Sy)nen, heifit Irrfahrt
(random walk) auf Z. Fiir by = b_1 = 1/2 und b; = 0 fiir |i| # 1 erhédlt man als Spezialfall die
symmetrische Irrfahrt.

Beispiel 2.2.5 (Asymmetrische Irrfahrt mit absorbierenden Réndern). Zwei Spieler A und B
haben zusammen N Euro. In jeder Spielrunde verliert A mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) einen
Furo an B und gewinnt von B mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p einen Euro. Ist einer der Spieler
pleite, so endet das Spiel.

Betrachtet man das Vermdgen von A nach n Runden, so wird dies durch eine Markovkette
mit Zustandsraum E = {0,..., N} und Ubergangsmatrix

1 0 0
p 0 qg O 0
0 p O q 0 0
P = (2.2.3)
0 »p 0 q 0
0 P 0 ¢
0 0 0 1

beschrieben. Nun sind folgende Fragen von Interesse:

e Wenn das Startkapital von A ¢ Euro ist, wie grof§ ist seine Chance (irgendwann) alles zu
gewinnen ?

e Wie lange dauert das Spiel? (Verteilung, Erwartungswert).

Beispiel 2.2.6 (Asymmetrische Irrfahrt mit reflektierenden Réndern). Die Spielregeln sind
wie im Beispiel 2.2.5 mit der einzigen Ausnahme, dass ein Spieler dann, wenn er pleite ist,
in der néchsten Runde auf jeden Fall 1 Euro vom anderen Spieler erhélt. Die entsprechende
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Markovkette hat als Ubergangsmatrix

o 1 o0 ... 0
p 0 qg O 0
0O p O q 0 0
P= (2.2.4)
0 »p 0 q 0
0 p 0 ¢
0 0 1 0

Fragen:

e Wie oft ist A bis zur Zeit n pleite gewesen, d.h. wie oft wurde der Zustand 0 besucht?
(Verteilung, Erwartungswert, Asymptotik fiir grofie n).

e Existiert der Grenzwert
#Pleiten von A bis n

n—oo #Pleiten von B bis n

fast sicher? Wenn ja, ist der Grenzwert deterministisch? Wie lésst er sich gegebenenfalls
berechnen?

Beispiel 2.2.7 ((s, S)-Lagerhaltungsmodell). Die tégliche Nachfrage nach Waren in einem
Lager sei gegeben durch u.i.v. Zufallsvariable X1, Xo, X3,... mit b; = P(X; = i) fiir i € Ny
und ZZENO b; = 1. Seien natiirliche Zahlen 5,5 € Ny mit 0 < s < S vorgegeben. Am Abend
von Tag n wird eine Bestellung aufgegeben, wenn im Lager weniger als s Einheiten vorhanden
sind. Die Bestellung trifft bis zum néchsten Morgen ein. Bestellt wird soviel, dass am néchsten
Morgen S Einheiten im Lager sind. Wir definieren den Lagerinhalt am Abend als die Differenz
vom Lagerinhalt am Morgen und der Nachfrage am Tag, auch wenn diese Zahl negativ ist, weil
die Nachfrage nicht befriedigt wurde. Man kann wahlweise annehmen, dass nicht befriedigte
Nachfrage endgiiltig verloren ist, oder aber, dass iiber Nacht entsprechend mehr bestellt und
den Kunden nachgeliefert wird. Man bezeichnet diese — von den zwei Parametern s und S
abhéngige — Bestellstrategie als (s, S)-Lagerhaltungspolitik.

Seien Y;, bzw. Z, der Lagerinhalt am Morgen bzw. am Abend von Tag n. Dann gilt

Y, — X Yo — X, >
Yn+1:{ nTAn WORRIn T An = 8 (2.2.5)

S, wenn Y, — X,, < s.

Offenbar ist (Y;,)nen, eine Markovkette mit Zustandsraum {s,...,S}. Die zugehorige Uber-
gangsmatrix ist

bo 0 0 0 > iy bi
by bo 0 ... 0 S, by
by by by O 0 24 bi
Py — : : 2 - (2.2.6)
bs—s—1 bs_s—2 ... bo D iss—sbi

bs—s  bs—s—1 ... br bo+ D i2g i bi
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Fiir den Lagerinhalt am Abend gilt
Zn—X Ly >
TR S (2.2.7)
S—Xpyr1, wenn Z, <Ss.

Auch (Z,)nen, ist eine Markovkette. Der Zustandsraum ist {5, S—1,5—-2,...}. (Wenn die Nach-
frage durch eine Konstante beschrankt ist, dann kann man auch einen endlichen Zustandsraum
wahlen.) Die Ubergangsmatrix Pz = (pij)i,j<s ist gegeben durch:

bi—;, fallss <i¢<Sundi>j,
pij = 4 0, falls s <i < Sund i< j, (2.2.8)
b; falls 7 < s.

Eine wichtige Frage ist die nach den Kosten der (s, S)-Bestellpolitik mit dem Ziel der Op-
timierung der Parameters und S. Wir machen hierzu folgende Annahmen:

e Pro Bestellung fallen Fixkosten Kp an.

e Fiir die Lagerhaltung fallen am Tag n die Kosten f1(Y;) an, wobei f; eine nichtnegative
monoton wachsende Funktion ist (Energiekosten, Versicherungspréamien, Zinsen). f; wird
man meist als linear oder jedenfalls konkav ansetzen.

e Kosten fiir nicht sofort befriedigte Nachfrage: Wenn Z, < 0 ist, dann fallen Kosten in
Hohe von fo(Z,) an, wobei

(2.2.9)

. {—Zn, falls Z, < 0,

0 sonst,

und f2: Ng — R monoton wachsend ist (z. B. linear). Diese Kosten fallen entweder wirklich
an dadurch, dass die Ware z. B. als Ausgleich fiir die nicht sofortige Verfiigbarkeit direkt
dem Kunden zugeleitet wird oder “fiktiv”’ dadurch, dass Kunden verdrgert sind und spéter
nicht mehr als Nachfrager auftreten.

e Nur von S abhéingige Lagerinvestitions- oder Mietkosten pro Tag. Diese seien durch eine
monotone Funktion f3: N — R gegeben.

Die Durchschnittsgesamtkosten der ersten n Tage sind daher
1 n

K = =3 (Kpljs10,3(Z0) + 1Y) + R(Z) + o(5)).
k=1

Die variablen Bestellkosten pro Einheit haben wir hier nicht beriicksichtigt. Im Hinblick auf eine
Optimierung von s und S ist dies dann zuléssig, wenn erstens diese Kosten pro Einheit nicht
von der Bestellmenge abhéingen (es also keinen Mengenrabatt gibt) und zweitens die Nachfrage
nicht von der Bestellstrategie abhéngt. Letzteres wollen wir hier annehmen. Damit dies realistisch
ist, konnen wir annehmen, dass Kunden als Ausgleich fiir nicht sofort lieferbare Ware (die am
nichsten Morgen nachgeliefert wird) soviel pro Einheit erhalten, dass dies keinen Einfluss auf
die kiinftige Nachfrage hat. Diese Ausgleichszahlungen werden unter fs beriicksichtigt.
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Selbstverstandlich kann man auch andere Annahmen machen, ohne dass die Markoveigen-
schaft zerstort wird.

Interessant ist die Frage der Konvergenz der Zufallsvariablen K () (die eigentlich erst durch
die Festlegung einer Startverteilung zu Zufallsvariablen werden) fiir n — oo. Wir werden in
Beispiel 2.7.2 zeigen, dass die K™ nicht nur mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergieren, sondern
dass dieser Grenzwert sogar deterministisch ist. Wir werden auch sehen, wie man ihn berechnet.
Diesen Grenzwert, der noch von s und S abhéngt, kann man dann optimieren, indem man s
und S so wihlt, dass er ein globales Minimum annimmt.

Beispiel 2.2.8 (Verbreitung von Geriichten). In einem von N Dérfern (N > 2) sei ein Gerticht
entstanden. Aus den N Dorfern werden zu jeder Zeiteinheit n = 1,2,... zwei verschiedene
zufillig ausgewihlt, die telefonisch Kontakt aufnehmen. Ist einem der beiden Dorfer das Geriicht
bekannt, so teilt es dies dem anderen mit. Kennen beide Dorfer das Geriicht, dann ist der Anrufer
enttduscht iiber den Misserfolg und erzéhlt es fortan nie mehr. (Wir nehmen wohl nicht ganz
unrealistisch an, dass innerhalb eines Dorfes das Geriicht sofort allen bekannt ist, wenn einer es
kennt. Statt “Dorfer” kénnte man auch “Personen” wéhlen.)

Sei X, = (Sp, In, Ry), wobei

Sn = Anzahl der Orte zur Zeit n, die das Geriicht nicht kennen,
I, = Anzahl der Orte zur Zeit n, die das Geriicht kennen und noch weitererzihlen,
R, = Anzahl der Orte zur Zeit n, die das Geriicht kennen, aber nicht mehr erzéihlen.

Das Modell und die Bezeichnungen (S = susceptible, I = infected, R = removed) sind an Infek-
tionsmodelle angelehnt. I sind dabei die Infizierten, die in S kénnen noch angesteckt werden,
die in R sind immun (oder gestorben). Wiahrend Ansteckungen mit dem obigen Modell halb-
wegs realistisch modelliert werden konnen, ist es weniger plausibel, dass beim Zusammentreffen
von zwei Infizierten einer immun wird. Bei Infektionsmodellen werden an dieser Stelle deswegen
andere Modellannahmen gemacht.

Da S, + I, + R, = N fiir alle n gilt, enthélt X,, redundante Information. Wir betrachten
daher Y,, = (Sy, I,). Die Folge (Y5 )nen, ist offenbar eine Markovkette mit Zustandsraum

E = {(ml,mg) S Ng: mi +meg < N}.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind (wir setzen 7 := N — s —4):

s(s —1)+2sr +r(r—1), falls§=sundi=i,

- 1 " 2s1, fallsS=s—1undi=i+1, (2.2.10)
PsiG) = NN —1) i(i— 1) + 2ir, falls 5 =sund i =i — 1, -
0 sonst.

Interessant ist die Frage nach der Verteilung der Anzahl der Dorfer, die niemals das Geriticht
erfahren , wie diese Verteilung von N abhéngt, und ob sie (bei geeigneter Skalierung) fiir N —
oo konvergiert und gegebenenfalls wogegen. Das Modell geht iibrigens auf Daley und Kendall
zuriick. Eine interessante Arbeit dazu (mit zahlreichen Literaturhinweisen) ist [Pi90].

2.3 Definition und einfache Eigenschaften

Wir kehren nun zur Theorie der Markovketten zuriick. Zunéchst definieren wir formal, was eine
Markovkette zu einer Ubergangsmatrix P und Startverteilung a ist. Dann untersuchen wir, wie
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man die endlich dimensionalen Verteilungen berechnet.

Definition 2.3.1. Sei FE eine nichtleere endliche oder abzéhlbar unendliche Menge, P: Ex F —
[0, 1] eine stochastische Matrix und a: E — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Ein stochasti-
scher Prozess (Xp)nen, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Werten in E heifit
Markovkette mit Ubergangsmatriz P und Startverteilung a, wenn

P(Xn41 = int1 | Xo =1i0,..., Xn =in) = Dininss (2.3.1)
fiir alle n € Ny und i, ..., in+1 € F mit P(Xg =i, ..., X, =iy) > 0 ist und
P(Xo = ig) = a;,  fiir alle ig € E (2.3.2)
gilt.

Die Frage, ob dann auch P(X,11 = int1 | Xn = in) = Pininy, im Fall P(X, = 4,) >
0 gilt, wird in Proposition 2.3.3 positiv beantwortet. Wir brauchen zunéchst eine technische
Vorbereitung.

Lemma 2.3.2. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I nichtleer und hichstens abzihlbar,
(Bi)ier € F eine Familie disjunkter Ereignisse mit P(B;) > 0, und sei B € F mit | J,c; B; C B
und P(B\ U;c; Bi) = 0.

Wenn A € F und « € [0, 1] existieren, so dass P(A | B;) = « fiir alle i € I gilt, dann folgt
P(A| B) =a.

Beweis.

_P(ANB) > P(ANB) > P(A|B)P(B;)  P(B)
PAIB) = =55 = I]P’(B) === P(B) - P(B)

Um Lemma 2.3.2 nutzbringend anzuwenden, definieren wir fiir n € Ny die o-Algebra F,, auf
Q als die Menge der Teilmengen von €2, die sich als (notwendigerweise abzihlbare) Vereinigung
von Mengen der Form {w: Xo(w) = ig,..., Xn(w) = in} mit ig,...,i, € E schreiben lassen. Es
ist klar, dass F,, eine o-Algebra ist und in F enthalten ist. Weiter gilt F,, C F, fir m < n.
Anschaulich beschreibt F,, die Information, die ein Beobachter der Markovkette bis zur Zeit n
hat.

Proposition 2.3.3. Fir eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P und Startverteilung a gilt
P(Xpi1 = ipt1 | {Xn =i} O F) = pininiy n €Ny, in,int1 € E,F € F,

sofern P({X,, = i,} N F) > 0.

Bemerkung 2.3.4. Der Fall F' = ) ist besonders wichtig. F' = () ist wegen der letzten Bedin-

gung dagegen verboten.

Beweis von Proposition 2.3.3. Wende Lemma 2.3.2 an auf

A = {Xpy1 =iny1},

B = {X,=i,)NF

(s ino1): B(UXo = ity .., Xn = in} A F) > 0},

B = {Xo=i0,...,Xpn-1=1ln—1,Xp =in} NF, i = (ig,...,in_1) € I.

~
Il
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Nach Definition 2.3.1 sind die Voraussetzungen von Lemma 2.3.2 erfiillt mit o = p;,4,,,, also
folgt die Behauptung. O

Als néchstes fragen wir uns, wie man fiir eine Markovkette die endlich dimensionalen Ver-
teilungen berechnet. Dazu geniigt es, Wahrscheinlichkeiten der Form P(Xy = g, ..., Xx = i)
berechnen zu kénnen, da man damit alle Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, die nur von end-
lich vielen X; abhéngen durch Summation bestimmen kann. Sei also (X})xen, eine Markovkette
mit Zustandsraum E, Ubergangsmatrix P und Startverteilung a. Wir bestimmen induktiv nach
k die Wahrscheinlichkeiten P(Xy = ig, ..., X; = ij). Fiir k¥ = 0 gilt nach Definition 2.3.1

P(X() = i()) = CLZ'O.

Fir k = 1 haben wir

P(X, = i1 | Xo = io)P(Xo = 40) = ai,pivi;, falls a;, > 0,
P(Xo = ig, X1 = i1) = (X1 =1 | Xo = 10)P(Xo = i0) = @ioPioir, falls aso (2.3.3)
0 sonst,
letzteres, weil P(Xo = i, X1 = i1) < P(Xo =1i9) = a;, = 0. Also gilt in jedem Fall
P(Xo =0, X1 = 1) = Pigiy Gio-
Fiir k£ > 2 haben wir im Fall P(Xoy = ig,..., Xp_1 = ix—1) >0
]P’(X() =10,..., Xk :ik)
= P(Xy =ix | Xo =i0,..., Xp—1 = ip_1)P(Xo =0, ..., Xp—1 = ir_1)
= Pip_q1ip @igPigiy - - - Pig_oip_1
nach Definition 2.3.1 und Induktionsannahme. Im Fall P(Xy = ip,..., Xp_1

Il
??‘
>—A
N—
||
l o

ist ]P(XO = 4g,...,Xx = i) auch Null und (nach Induktionsvoraussetzung) 0 = IP’(
10y v vy Xpo1 = Tpe 1) @iy Digiy - - - Pig_oin_y» d- 0. (2.3.3) gilt auch in diesem Fall.

Wir sehen aus diesem Beweis insbesondere, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen
einer Markovkette durch die Vorgabe von P und a festgelegt sind. Dagegen haben wir bislang
nicht gezeigt, dass zu jedem P und a auch eine Markovkette existiert (obwohl dies anschaulich
sicher klar ist — immerhin haben wir ja ein Simulationsverfahren angegeben). Die Existenz folgt
aber aus dem folgenden Satz.

Satz 2.3.5 (Existenz von Markovketten). Zu jeder stochastischen Matriz P: E x E — [0,1]
und jedem Wahrscheinlichkeitsvektor a: E — [0,1] existiert ein bzgl. Verteilung eindeutiger
stochastischer Prozess (Xy)gen, mit Werten in E und

P(Xo =10,...,Xg :ik) = Qi Pigiq - - - Pig_1igs k € Ng,ig,...,1 € E. (2.3.4)

Dieser Prozess ist eine Markovkette auf E mit Ubergangsmatriz P und Startvektor a. Umgekehrt
erfillt jede Markovkette zu P und a die Bedingung (2.3.4).

Beweis. Die letzte Aussage haben wir bereits gezeigt. Die Existenzaussage folgt mit dem Satz
von Kolmogorov (Satz 1.4.3), indem man zeigt, dass die durch (2.3.4) festgelegten endlich di-
mensionalen Verteilungen konsistent sind (wir beweisen dies aber nicht).
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Es bleibt zu zeigen, dass jeder Prozess mit Eigenschaft (2.3.4) eine Markovkette zu P und
a ist: Sei P(Xo = ig,..., Xp—1 = ix—1) > 0. Dann gilt

P(Xo =i0,..., Xk = ig)

P(Xy =g | Xo=1t0,..., Xp—1 = lg_1) = P(Xo = io X1 = ir)

_ QigDigiy - - - Pig_rip
- . = DPip—1ir-
QigPigiy « + - Pig_oip_1

O

Man beachte, dass man wegen Satz 2.3.5 Bedingung (2.3.4) auch als Definition einer Mar-
kovkette hitte wihlen konnen.

Der folgende Satz zeigt, wie man die Verteilung von X}, erhélt.

Satz 2.3.6. Fiir eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P und Startvektor a gilt

]P(Xk = ]) = Z QioPigiy - -+ Pig_1j = (aPk)jv

10,01,y —1€EE

wenn man a als Zeilenvektor schreibt und den letzten Ausdruck im Sinne der Multiplikation von
Matrizen auffasst.

Beweis. leicht. O

Bemerkung 2.3.7. Man sieht leicht, dass mit zwei stochastischen Matrizen iiber derselben
Menge E auch deren Produkt eine stochastische Matrix ist. Insbesondere gilt dies fiir P*.

Im Folgenden bezeichnen wir die Koeffizienten der k-ten Potenz von P mit p%g), also insbe-
sondere p!% = ;; und p'V) = p;
P;;° = 045 und p;;° = Pij-
Satz 2.3.8. Sei P(Xo =1i) > 0. Dann ist fir jedes j € E und jedes k € Ny
k . .
P =P(Xp=j | Xo=1)
die Wahrscheinlichkeit, in k Schritten von i nach j zu kommen.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Satz 2.3.6 mit a; = 1 und a,, = 0 fiir m # 1. ]

Bemerkung 2.3.9. Fiir groBe k ist es nicht sinnvoll, P* explizit durch Matrixmultiplikation
zu berechnen, sondern z. B. im Fall |E| < oo iiber die Jordanzerlegung P = AJA~!. Dann ist
Pk = AJ*A~! wobei J* wesentlich einfacher zu berechnen ist als P*¥. Da der Aufwand zur
Berechnung von A unabhéngig von k ist, lohnt er sich fiir grofie k.

Satz 2.3.10 (Chapman-Kolmogorov-Gleichungen). Fiir jede stochastische Matriz P = (pij)i jeE
gilt
Pt =N, i€ Bmon e N (2.3.5)
leE

Beweis. Dies folgt aus der Beziehung P"™™ = P"P™ durch Ausschreiben der Koeffizienten.
O
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Satz 2.3.11. Sei (X,)nen, eine Markovkette in E mit Ubergangsmatriz P = (pij)ijer- Dann
gilt fiir alle n,k € Ny, ig,...,ix € E und F € F,, mit P{X,, =io} N F) >0

P( Xk = ks Xng1 =11 | {Xpn =0} N F)
=P(Xnsk = ik, Xng1 = i1 | Xn = ip) (2.3.6)
= Pigiy - - - Pig_qi-
Beweis. Zuniichst gilt im Fall P(X,, = i9, X,—1 = i-1,..., X0 = i—p,) > 0 nach Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit und (2.3.4) in Satz 2.3.5:
P(XnJrk = ik, e ,Xn+1 = i1 ‘ X = io, Xn—l = i_l, e ,XO = ’L_n) = pioil . 'pik—lik' (237)
Sodann folgt die Aussage aus Lemma 2.3.2 vollig analog zum Beweis von Proposition 2.3.3. [
Bemerkung 2.3.12. Satz 2.3.11 besagt, dass die durch X,, =iy, ..., Xo = i¢ bedingten endlich

dimensionalen Verteilungen (und damit nach Satz 1.4.3 die Verteilung) des Prozesses ab Zeit n
nur von %,, nicht aber von n oder iy bis 7,1 abhéingen.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist das sogenannte Borel-Cantelli-Lemma niitzlich. In der
Formulierung verwenden wir die folgende Schreibweise: Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und Ai, As,--- € F. Dann sei

{4, w.o.}:={weQ: we A, fir unendlich viele n € N}

=N U 4 (2.3.8)

m=1n=m

=: limsup A,.
n—oo

Die Bezeichnung lim sup kommt daher, dass fiir eine reelle Zahlenfolge (ay,)nen gilt:

<—oo,limsup an) C limsup(—o0, a,) C limsup(—oo, a,| C (—oo,limsup an} (2.3.9)

n—oo n—oo n—oo n—oo

Die Bezeichnung

liminf A4,, := {w: w € A, fiir alle bis auf endlich viele n} (2.3.10)

n—oo
werden wir nicht bendtigen.

Satz 2.3.13 (Borel-Cantelli-Lemmata). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien
Ay, Ay, - € F.

(i) Wenn Y o2 | P(Ay,) < oo, dann gilt P({Ay u.0.}) =0.
(ii) Wenn die A, unabhingig sind und > > | P(A,) = oo gilt, dann gilt P({Ayn u.0.}) = 1.
Beweis.

(i)

m—0o0
m=1n=m n=m

P({A, w.0.}) :IP( ﬁ fj An) = lim IP( [j An> < lim_ f: P(A,) =0. (2.3.11)
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(ii) Es geniigt zu zeigen, dass

]P’(( G An)c) —0 (2.3.12)

fiir alle m € N gilt, denn dann ist P(|J 2

(nmzl Un:m ) =1

o An) = 1 fiir alle m € N, und somit haben wir

Nun gilt
p((U 40)) =2( ) 45) = T 24 = [[ 1P
n:rgo o . e (2.3.13)
H exp{ —-P(A } = exp{— Z ]P’(An)} =0,

wobei die Unabhéngigkeit beim zweiten Gleichheitszeichen benutzt wurde.

O

Bemerkung 2.3.14. Wir werden im folgenden nur den (einfachen) Teil (i) von Satz 2.3.13
benutzen. Man beachte, dass Satz 2.3.13 besagt, dass fiir unabhéngige Ereignisse ein Null-Fins-
Gesetz der folgenden Art gilt: P({A4,, u.0.}) ist entweder Null oder Eins — andere Werte sind
nicht moéglich.

2.4 Rekurrenz und Transienz von Markovketten

Wir werden nun Rekurrenz(=Wiederkehr-)eigenschaften von Markovketten studieren. Wie zuvor
sei P die Ubergangsmatrix einer Markovkette mit Zustandsraum E. Fiir j € E sei (Q, F, P;) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, X1, ... eine darauf definierte Markovkette mit Zustandsraum
E, Ubergangsmatrix P und Startvektor a = §;, wobei §;(j) = 1 und d;(i) = 0 fiir i # j. Mit
anderen Worten, P;(Xo = j) = 1, d. h., die Kette startet unter P; im Zustand j. Weiter sei

fii = Pj ( G {Xn = i}> (2.4.1)
n=1

die Wahrscheinlichkeit, dass bei Start in j der Zustand 7 mindestens einmal irgendwann besucht
wird.

Satz 2.4.1 (Rekurrenz und Transienz).
(i) Wenn f;; =1, dann gelten

Pi({Xn=juo})=1 und Zp%o = 00. (2.4.2)

In diesem Fall heif$t j rekurrent.

(it) Wenn f;j; <1, dann gelten

P;({Xn=juo0.})=0 und Zpgr;) < 0. (2.4.3)

In diesem Fall heiffit j transient.
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Bemerkung 2.4.2. Die Zahl > >, pg.?) ist die erwartete Anzahl von Besuchen in j nach dem
Start, denn

0o 00 00
E; Y M{Xn =} = D E{X, =5} = > pl), (2.4.4)
n=1 n=1 n=1
wobei E; den Erwartungswert beziiglich PP; bezeichnet.

Beweis von Satz 2.4.1. Sei F,, := {X,, = j, X, # jfiralle k € N} fir n € N, und sei
Fy := {X) # j fur alle k € N}. F, ist also das Ereignis, dass zur Zeit n der Zustand j zum
letzten Mal besucht wird. Es gilt {X,, = j u.0.}° = (77 Fy, also

—Pi({Xn=juwo}) =) P;(Fn), (2.4.5)
n=0

da die F), disjunkt sind. Weiter gilt wegen der Markoveigenschaft

P;(F) = Pj(Xnip # j fiir alle k > 1| X, = §)Pj(Xy = j) = P;(Fo)p7, (2.4.6)

und
Pj(Fo) =1 — fj;- (2.4.7)

(1) Fir f;; = 1 folgt aus (2.4.7) P;(Fy) = 0 und damit aus (2.4.6) P;(F},) = 0 fir allen € N.

Aus (2.4.5) folgt nun P;({X,, = j u.0.}) = 1. Weiter gilt anlpg-j) = 00, denn anderenfalls
folgte aus Satz 2.3.13(i), dass P;({X, = j u.o.}) = 0.

(it) Fir fj; <1 folgt aus (2.4.7) Pj(Fp) > 0, und mit (2.4.5) und (2.4.6) folgt

~Pi({Xp = wo}) = ZIP’ (Fo) (l—i-Zp“).
n=1

Da die linke Seite durch Eins beschrénkt ist und P;(Fp) > 0 gilt, muss > - ; pg-?) < oo sein. Aus
Satz 2.3.13(i) folgt dann P;({X,, = j u.0.}) =0. O

Bemerkung 2.4.3. Aus dem Beweis von Teil (ii) sieht man, dass im Fall f;; < 1 die Formel
[e.e]
L= (1-fj;) (1 + Zp?})) (2.4.8)
n=1

gilt. Die erwartete Anzahl von Besuchen in j ab dem Startzeitpunkt ist daher

1+pr = 1_f” (2.4.9)

Bemerkung 2.4.4. Man koénnte die Resultate von Satz 2.4.1 anschaulich auch wie folgt be-
griinden.

Wenn f;; = 1 ist, dann kehrt man sicher nach j zuriick. Sobald man nach j zuriickgekehrt
ist, hat man wieder dieselbe Situation wie am Anfang, d.h. man wird j auch ein drittes Mal
sicher besuchen usw. Also wird man j sogar unendlich oft besuchen. Die erwartete Anzahl von
Besuchen in j ist natiirlich erst recht unendlich. Somit hat man (i) gezeigt.
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Ist andererseits fj; < 1, so hat man bei jedem Besuch eine gewisse Chance — nédmlich 1 — f;;
— niemals mehr nach j zuriickzukehren. Da man beliebig viele Versuche hat, wird dies sicher
irgendwann passieren. Daher gilt P;({X,, = j u.0.}) = 0. Es ist klar, dass die Anzahl der Besuche
in 7 geometrisch verteilt ist:

P;(k = Anzahl der Besuche ohne Start in j) = fjkj(l — fij), k € Np.

Da der Erwartungswert einer solchen geometrischen Verteilung gleich f;;(1 — fjj)_l ist, ist die
erwartete Anzahl von Besuchen in j (mit Start) 1+ f;;(1—f;;) ™! = (1—f;;) ', also insbesondere
endlich, womit (ii) und die Formel (2.4.9) gezeigt ist.

Diese Argumente sind durchaus richtig, aber an einer Stelle liickenhaft, ndamlich dort, wo
argumentiert wird, dass nach der ersten Riickkehr in j der Prozess so weiterlauft als wiirde er
(unabhéngig) neu gestartet. Die Markoveigenschaft alleine sagt nicht, dass dies stimmt, denn
sie ist nur fiir feste und nicht fiir zufillige Zeiten formuliert. Die erste Riickkehrzeit ist aber
zufillig. Wir wollen nun zeigen, dass die Markoveigenschaft auch fiir gewisse solcher zufélligen
Zeiten (“Stoppzeiten”) gilt. Diese Eigenschaft wird als starke Markoveigenschaft bezeichnet. Wir
betonen, dass die starke Markoveigenschaft zwar fiir Markovketten gilt, nicht aber fiir beliebige
“Markovprozesse”. Wir definieren zunéchst den Begriff der Stoppzeit.

Definition 2.4.5. Sei (X,)nen, eine Markovkette mit Startverteilung a auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P). Eine Abbildung 7: @ — NoU {00} heifit Stoppzeit (beziiglich (X;)nen,)
wenn gilt:

{T:n} GU(X(),...,Xn), n € Np. (2.4.10)

Wir erinnern daran, dass die o-Algebra o(Xy, ..., X,,) weiter oben unter dem Namen F,, ein-
gefithrt worden ist. Die Eigenschaft in (2.4.10) bedeutet also, dass sich das Ereignis {7 = n} als
Vereinigung iiber Ereignisse der Form { Xy = g, ..., X,, = i, } darstellen lésst oder — anschaulich
— dass die Tatsache, ob 7 = n gilt, d. h. zur Zeit n gestoppt wird, nur von den Realisierungen von
Xo, ..., Xy (und nicht von zukiinftigen X, 11, Xy,+2,...) abhéngt. Stoppzeiten (oder Stoppre-
geln) sind also solche, fiir deren Anwendung man keiner hellseherischen Féhigkeiten bedarf.

Beispiele fiir Stoppzeiten sind (mit einem Zustand i € E)
e 7 = Zeitpunkt des ersten Besuchs in ¢

o 7 = Zeitpunkt des fiinften Besuchs in .

Abgesehen von Spezialfiillen ist aber

o 7 = Zeitpunkt des letzten Besuchs in ¢

keine Stoppzeit, da man ohne hellseherische Fihigkeiten nicht sicher sein kann, dass man nicht
doch noch einmal nach i zuriickkehrt (es sei denn, f; wire Null).

Offensichtlich sind Stoppzeiten eine Verallgemeinerung fester (deterministischer) Zeiten,
d. h. die konstante Abbildung 7 := n € Nj ist eine Stoppzeit. Zur Formulierung der starken
Markoveigenschaft ist es niitzlich, die o-Algebra F, — die sogenannte 7- Vergangenheit — als
natiirliche Verallgemeinerung von F,, im Spezialfall 7 = n zu definieren. Dabei soll ein Ereignis
F in F; liegen genau dann, wenn das Eintreffen oder Nichteintreffen von F' aufgrund der Beob-
achtung Xy, ..., X; erkennbar ist. Wir definieren F, als die Menge der Teilmengen von €, die
sich als (notwendigerweise abzéhlbare) Vereinigung von Mengen der Form

{w: 7(w) =n, Xo(w) =10,..., Xn(w) =in}
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fiir n € Ny, 4, ...,i, € F und einer Teilmenge von {w: 7(w) = oo} in F schreiben lassen. Man
beachte, dass insbesondere {w: 7(w) = n} € F; fiir alle n € Ny gilt. Man rechnet leicht nach,
dass F, eine o-Algebra ist.

Satz 2.4.6 (Starke Markoveigenschaft). Sei (X,)nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatriz
P und Startverteilung a. Weiter sei T eine Stoppzeit fir (X,)nen,. Dann gilt die starke Marko-
veigenschaft, d. h.

]P)(X7-+1 =1i1,... >X7'+k =i | {X = io} NFEFN {7' < OO}) = Digiq - - - Pig_1ip (2411)

fiir alle F € Fr, k € N, ig,...,ix € E, fir die P{X,; =ig} NFN{r <oo})>0.

Beweis. Sei zunidchst F,, € F,, mit den Eigenschaften F,, C {7 = n} fir ein n € Ny und
P({X, =io} N F,) > 0. Dann folgt aus Satz 2.3.11

]P(Xr-i-l =01, Xoak = g | {XT = io} N Fn)
= P(Xn—H =101, ..., Xntk = bk | {Xn = 20} N Fn) (2412)

= DPigi1 Pivio - - - Pig_1ig-

Fiir beliebiges F' € F; schreibe man

F:U({T:n}ﬂF)U({T:oo}ﬁF). (2.4.13)

n=0

Dann gilt {r = n} N F € F,, nach Definition von F;. Mit Lemma 2.3.2 folgt die Behauptung,
indem man

B; = {7’ = 2} NEN {Xi = io} und I = {’L € Np: ]P’(BZ-) > 0} (2.4.14)
setzt. ]

Bemerkung 2.4.7. Satz 2.4.6 besagt, dass die beiden bedingten endlich dimensionalen Ver-
teilungen der Prozesse (X, ik)ren, gegeben 7 = n, Xo = ig,..., Xy = i, und gegeben X, =i,
gleich sind. Mit Satz 1.4.3 sind dann auch ihre Verteilungen gleich.

Beispiel 2.4.8. Wir wollen untersuchen, ob die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ rekurrent ist,
genauer, ob die Null ein rekurrenter Zustand ist.

Zunichst behandeln wir den Fall d = 1; wir betrachten allgemeiner die asymmetrische
Irrfahrt auf Z, d.h., mit einem Parameter p € (0,1) und ¢ = 1 — p ist die Ubergangsmatrix
P = (pij)i jez gegeben durch

p, falls j =i+1,
pij =14¢q fallsj=i—1, (2.4.15)

0 sonst.

Es gilt fiir alle n € N

2n
PO(XQn = O) = (n )pnqn und IP()(XQn_H = O) = 0, (2.4.16)
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also

() (20 > (2n)!

— . n __ PN 0

PLEDS <n>p =Y e (2.4.17)
k=1 n=1 n=1

Wir wollen untersuchen, ob die Reihe konvergiert oder divergiert, um mit Satz 2.4.1 zu entschei-

den, ob 0 rekurrent oder transient ist. Hierzu benutzen wir die bekannte Stirlingformel (Beweis
z.B. in [Fe68] oder [No97])

! ~ 2m(@)", (2.4.18)

e

wobei ~ bedeutet, dass der Quotient beider Seiten mit n — oo gegen 1 konvergiert. Somit gilt

@n)!t ,, . N V2m2n(2n)? e 2p"q"  (4pg)™
n!2 2mn2ntle—2n NI

(2.4.19)

Setzt man dies in die Reihe in (2.4.17) ein, so sieht man, dass sie genau dann divergiert, wenn
4pq = 1ist, d. h. wenn p = ¢ = 1/2 ist. (Man mache sich klar, dass das Ersetzen von asymptotisch
gleichen Ausdriicken an der Konvergenz oder Divergenz der Reihe nichts dndert!) Somit haben
wir gesehen:

e Die eindimensionale symmetrische Irrfahrt ist rekurrent.

e Die eindimensionale asymmetrische Irrfahrt (d.h. mit p # 1/2) ist transient.

Genau genommen miissten wir sagen: Der Zustand 0 ist rekurrent bzw. transient. Es ist aber
offensichtlich, dass wegen der rdumlichen Homogenitat diese Eigenschaft allen Zustdnden zu-
kommt, was die obige Sprechweise rechtfertigt.

Im Fall d > 2 zeigt eine dhnliche, aber aufwindigere Rechnung: Die symmetrische Irrfahrt
ist

e rekurrent fiir d = 2,

e transient fiir d > 3.

(vgl. [Fe68, S. 360 f] oder [KT75, S. 67 ff]).

2.5 Klassifikation der Zustinde

Wir kehren nun wieder zu allgemeinen Fragen iiber Markovketten zuriick. Ist bei einer Mar-
kovkette ein Zustand rekurrent, dann ist immer noch die Frage nach der Verteilung der ersten
Riickkehrzeit interessant und dabei speziell die Frage, ob diese Zeit einen endlichen oder un-
endlichen Erwartungswert hat. Da das Nachpriifen von Kriterien fiir Rekurrenz oder auch fiir
die Endlichkeit des Erwartungswertes der Riickkehrzeit mit einem gewissen Aufwand verbunden
ist, stellt sich die Frage, ob man wirklich fiir jeden Zustand einer Markovkette diese Kriterien
getrennt abpriifen muss. Gliicklicherweise ist dies nicht so. Man kann nédmlich die Zusténde ei-
ner Markovkette recht einfach so in Klassen einteilen, dass alle Zustédnde einer Klasse dieselben
Rekurrenzeigenschaften haben. Wir werden dies im Folgenden prézisieren und beweisen.

Im gesamten Rest dieses Kapitels sei E eine endliche oder héchstens abzéhlbar unendliche
Menge, und P = (p;j)i,jer sei eine stochastische Matrix auf E. Mit X = (X})ren, bezeichnen
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wir eine Markovkette auf F mit Ubergangsmatrix P. Die Kette sei auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F,P) definiert. Falls die Markovkette im Zustand i € E startet, schreiben wir P;

statt P.

Fiir einen rekurrenten Zustand j € E sei R,(j ) der (zuféllige) Zeitpunkt der k-ten Riickkehr
in den Zustand j, wobei wir R(()] ) = 0 setzen. Ferner sei T,Ej ) = R,(j ) _ R,(f_)l fir £ € N die
Zeitdauer zwischen dem (k — 1)-ten und k-ten Besuch in j. Wegen der Rekurrenz von j sind die

R,(Cj ) alle fast sicher endlich und damit die T ,Ej ) wohldefiniert. Es ist plausibel, dass bei Start in

j (d.h. unter IP;) die Variablen T; 1(j ), TQ(j ), ... w.i.v. sind, denn nach der ersten Riickkehr nach j
verhilt sich der Prozess beziiglich seiner Verteilung ja genauso wie am Anfang bei Start in j,

) )

und was nach R(lj passiert, ist unabhéingig von dem, was vor R(lj

nun formal.

passierte. Dies beweisen wir

Satz 2.5.1. Wenn j rekurrent ist, dann ist (T,Ej))keN eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen auf
(Q, F,Pj).

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass jo ), Réj ), ... Stoppzeiten sind. Dann folgt die Behauptung
aus der starken Markoveigenschaft.

Nun gilt

{RY) =n} = {X1 #j...., Xo1 # 4. Xn = 5},

. (2.5.1)
{jo) =n}= {Xn = j, es gibt genau ein k € {1,...,n — 1} mit X} :j},
und so weiter. Diese Ereignisse liegen offensichtlich in o(X7,...,X,,), denn ihr Eintreten oder

() pU)

Nichteintreten kann man aufgrund der Realisierung von X bis X,, erkennen. Daher sind R;"", Ry, ...

Stoppzeiten. 0
Mit E; bezeichnen wir den Erwartungswert beziiglich P;, d. h. bei Start in j.

Definition 2.5.2. Seien ¢,j € F.

a) Sei j rekurrent. Dann heifit j positiv rekurrent, wenn E;T: 1(j ) < 00 und nullrekurrent, wenn
EjTl(j ) = . (Die Begriffe “positiv” und “null” beziehen sich auf den Kehrwert von EjTl(J ).)

b) Der Zustand j heifit erreichbar von i, und wir schreiben ¢ — j, wenn ein n € N existiert

mit p(-@) > 0.

ij
c¢) Wenn ¢ — j und j — ¢, dann sagt man, dass ¢ und j kommaunizieren, und wir schreiben

1 ],

d) Der Zustand j heifit absorbierend, wenn aus j — i folgt, dass i = j. Dies ist dquivalent zu

Djj = 1 und zu p(?) =1 fur alle n € N.

J

e) Eine nichtleere Menge M C E heifit kommunizierende Klasse, wenn

(i) i < j fur alle 4,5 € M,
(ii) wenn i € M, j € E und i — j, dann folgt j € M.

f) Ist j Element einer kommunizierenden Klasse, dann heifit j wesentlich, sonst unwesentlich.
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g) Ist E selbst eine kommunizierende Klasse, dann heifit die Markovkette irreduzibel.

Bemerkung 2.5.3. Jeder Zustand j liegt in hochstens einer kommunizierenden Klasse. Der
einzige Kandidat ist offenbar M = {i € E: j — i}.
Man sieht leicht, dass eine Markovkette (oder ihre Ubergangsmatrix P) genau dann irredu-

zibel ist, falls fiir jedes Paar i,j € F ein n € N existiert mit p( RN

Satz 2.5.4. “~7 ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der wesentlichen Zustinde. Die
zugehorigen Aquivalenzklassen sind die kommunizierenden Klassen.

Beweis. “—” ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch auf der Menge der wesentlichen Zusténde.
Wir zeigen, dass “«—” auch transitiv ist:

Es gelte i <+ j und j < k. Dann existieren nq,ns € N mit p( ") S 0 und py,f) > 0. Daher
gilt
P = ST > plpl? > o, (2.5.2)
leE

d.h. i — k. Ebenso folgt £ — i. Die zweite Aussage des Satzes ist klar.

Bemerkung 2.5.5. Fiir unwesentliche Zustédnde gilt nicht immer ¢ < 4, z. B. dann nicht,
wenn pj; = 0 fiir alle j € E gilt. Gelegentlich wird auch auf der Menge aller Zustidnde eine
Aquivalenzrelation eingefithrt. Um die Reflexivitét ¢ «» ¢ auch fiir unwesentliche Zusténde i zu
(n)

garantieren, definiert man dann “¢ — 5”7, wenn Dij

> 0 fiir ein n € Ny (statt nur n € N) ist.

Abbildung 2.5.1: Beispiel einer Markovkette

Beispiel 2.5.6. {C}, {G,H}, {D, E, F'} sind kommunizierende Klassen. A und B sind unwe-
sentlich, aber A <+ B. C ist absorbierend.
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Wir zeigen im weiteren, dass Rekurrenz, Transienz, positive Rekurrenz und die noch zu
definierende Periode von Zustianden Klasseneigenschaften sind, d.h., wenn ¢ und j in derselben
(kommunizierenden) Klasse sind, dann sind beide rekurrent oder beide transient usw.

Satz 2.5.7. Seii € FE rekurrent und i — j, dann gilt j — i und j ist rekurrent.

Beweis. Um j — i zu zeigen, fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gilt nicht

j—1,d.h. pg-?) = 0 fiir alle n € N. Wéhle ng € N mit pg-lo) > 0. Dann gilt

= P;({X,, = i nur endlich oft })
> ]P)l(Xno = j;Xno—l-l 7& ia Xn0+2 7& i: o )

. . 2.5.3
EPE?O)PJ(Xl#%Xz#%'-J (2.5.3)
was ein Widerspruch ist. Also gilt j — i.
Nun zeigen wir die Rekurrenz von j. Seien r und s € N gewéhlt mit pg-:) > 0 und pS) > 0.
Dann gilt p(r+n+s) > pgz)pg?)pl(;) fiir jedes n € N. Also folgt
[o.¢]
Z (r+n+s) > pj: pm) Zpu — o0, (2.5.4)
d.h. j ist rekurrent. O

Korollar 2.5.8. Unwesentliche Zustinde sind transient. Aquivalent: rekurrente Zustinde sind
wesentlich.

Beweis. Sei i rekurrent, und setze C; = {j € E: i — j}. Nach Satz 2.5.7 ist C; eine kommuni-
zierende Klasse, d. h. ¢ ist wesentlich. O

Korollar 2.5.9. Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften.
Beweis. Folgt sofort aus Satz 2.5.7. O

Bemerkung 2.5.10. Es gibt Markovketten ohne wesentliche Zusténde, z. B.: E =N, p; ;11 =1
fir ¢ € N, p;; = 0 sonst.

Definition 2.5.11. Sei j € E mit f;; > 0, und sei d die grofite natiirliche Zahl, so dass
ZIP’ ) = kd) + P(TY) = 00) = 1. (2.5.5)

Dann heifit d Periode von j. j heifit periodisch, wenn d > 1 und aperiodisch, wenn d = 1 ist.

Beispiel 2.5.12. Bei der eindimensionalen symmetrischen Irrfahrt haben alle Zustéinde Periode
2.

Satz 2.5.13. Wenn i < j, dann sind i und j beide transient oder beide rekurrent und i und j
haben dieselbe Periode. Insbesondere sind Rekurrenz, Transienz und die Peritode Klasseneigen-
schaften.
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Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 2.5.7. Wir zeigen die zweite Aussage: Sei i «<» j. Dann
gilt fi; > 0 und f;; > 0, und die Perioden d; bzw. d; von ¢ bzw. j sind daher definiert. Seien
(n2)

ny und ny € N gewdhlt mit pz(;”) > 0 und Py~ > 0. Nun ist ny + ny offenbar ein ganzzahliges
Vielfaches von d; und

p§;l1+n+n2) > pg;?l)p§?)p§?2), (256)
d.h. pg-?) = 0, wenn n kein Vielfaches von d; ist. Somit gilt d; < d;. Entsprechend folgt d; > d;
und somit d; = d;. O

Bemerkung 2.5.14. Die Tatsache, dass auch die positive Rekurrenz eine Klasseneigenschaft
ist, formulieren wir in Satz 2.6.14.

2.6 Grenzwertsitze und invariante Verteilungen

Wir betrachten zwei Arten von Grenzwertsétzen fiir Markovketten: solche fiir die n-schrittigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten und solche fiir die Aufenthaltshiufigkeiten N, (j) im Zustand j
bis zur Zeit n, jeweils fiir n — co. Zun#chst erledigen wir die erste Frage fiir transiente Zusténde.

Satz 2.6.1. Ist j € F transient, dann gilt lim, . p( "= fir alle i € F.

Beweis. Wenn j € E transient ist, gilt Y 7, pg j) < oo nach Satz 2.4.1 und daher insbesondere

llmnﬁoopgj) =0.Sei 7 € F und

IS = Bi(Xy # G X # 5, X5 = ) (2.6.1)

die Wahrscheinlichkeit, j von ¢ aus nach k Schritten erstmalig zu besuchen. Es gilt >~7 fi(f) =
fij <1, vergleiche (2.4.1). Sei i # j. Dann gilt

Zp(n) szljk)pjj qu Zp]n k) f’LJ Zp” . (2.6.2)

n=1k=1

Somit gilt lim,, s pl(?) = 0. O

Lemma 2.6.2. Sei C eine aperiodische Klasse, und seien i,j € C. Dann existiert ein ng =
no(i,j) € N, so dass pz(»?) > 0 fiir alle n > ng gilt.

Beweis. Sei j € C und A := {n € N: p(n) > 0}. Da j wesentlich ist, folgt A # (). Wegen der
Aperiodizitit von j folgt die Existenz von r € Nund a4, ...,a, € A, so dass ggT (a1,...,a,) = 1.

Mit dem euklidischen Algorithmus lassen sich ¢q,...,¢. € Z bestimmen, so dass cia; + --- +
crar = 1. 8ei s := > _ja,und n = sz +ymitn € N, z € Np, und 0 < y < s. Dann gilt
n =Y (x4 yer)ag. Sei zg = (s — 1)max{|ci|,...,|e|}. Fiir alle n > ng := szo gilt dann

sk := x + ycg > 0 fiir alle k£ und

pg?) — pJJZk 1 5k0k) H p]skak) H (pgjk)) >0, (263)
k=1
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)

da aq,...,a, € A. Ist i € C, dann existiert m € N, so dass p(m > 0 und somit

ij
py " 2 o) > 0 (2:6.4)

(n)

fir alle n > ng, also Py > 0 fir alle n > ng :=m + ny. O

Satz 2.6.3. Sei C eine rekurrente Klasse, i, k € C' und

70 = E, (Z WXy, =k Xp_1 #6y..., X1 # i}) (2.6.5)

n=1

die erwartete Zahl von Besuchen in k vor der Riickkehr nach i bei Start in i. Dann gelten

0< ﬁ,(f) < 00 und 7Tk = Zﬂ' Djk- (2.6.6)
jec
Bemerkung 2.6.4. Schreibt man 7 = (fgi))jec als Zeilenvektor und setzt ﬁgi) = 0 fiir

j € E\C, so lautet (2.6.6) in Matrixform: 7% = 7 p.

Beweis von Satz 2.6.3. Wir zeigen zuerst die zweite Behauptung in (2.6.6). Man beachte,

dass ﬁgi) = 1 gilt und definiere co x 0 = 0. Es gilt

Zﬁy)l’jk:z Z Pi(Xy = j, Xn-1 # i, ..., X1 # 0)pjk + pik

jec n=1jeC\{i}

o0 2.6.7
ZZPi(XnHZk‘,Xn?éiv---,Xl7’52')+P1(X1:k‘) 267)

= ﬁ](j)’

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die Markov-Eigenschaft benutzt haben.
(4)

Nun zeigen wir 0 < 7,7 < oo fiir k # i. Wegen der Rekurrenz existiert ein n € N mit
pgz) > 0. Nach dem eben Gezeigten gilt 79 = 7P, also auch 7 = 7@ P fiir alle n € N.

Insbesondere gilt
1=70 =3 7, (2.6.8)
jeC
also folgt ﬁ,(f) < 00, da alle Summanden > 0 sind.

Weiter gibt es ein m € N mit pglzn) > (0 und somit

70 =S wpl) > wOph = pi > o. (2.6.9)
jec

O

Bemerkung 2.6.5. Satz 2.6.3 dient uns hauptséichlich als Hilfssatz zum Beweis von Grenz-

(2)

wertséitzen, ist aber auch fiir sich genommen interessant. Um die 7, zu berechnen, muss man
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das lineare Gleichungssystem in (2.6.6) mit der Normierungsbedingung ﬁgz) = 1 und Nebenbe-

dingungen 0 < w,(j) < oo fir k € C losen. Wir werden in Satz 2.6.8 sehen, dass die Losung

eindeutig ist. Man beachte, dass sich (2.6.6) auch durch Simulation (approximativ) losen lisst:

Man simuliere eine Markovkette mit Start in ¢ bis zur ersten Riickkehr nach ¢ und merke sich

die Zahl der Besuche in allen anderen Zustédnden. Dies wiederhole man oft (z. B. 1000 Mal) mit

unabhéngigen Zufallszahlen. Die( 1)\/[ittelwerte der Zahl der Besuche in k € C' iiber die Simulati-
(2

onsléufe ist eine Naherung fiir 7.
Man beachte weiterhin, dass

Sl =g (2.6.10)
keC
gilt, insbesondere also i positiv rekurrent ist genau dann, wenn ), -~ ﬁ,(:) < 00.
Definition 2.6.6. Eine Losung 7 von
m =P, 7 = (m)icr € [0,00], (2.6.11)

heiflt invariantes Maf von P (oder der Markovkette). Gilt zusétzlich ), p 7 = 1, dann heifit
w invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl oder invariante Verteilung von P.

Bemerkung 2.6.7. (i) Ein invariantes Mafl = # 0 ist ein Linkseigenvektor von P zum FEi-
genwert 1.

(ii) Der Vektor (f,(f))ke g aus Satz 2.6.3 ist fiir jedes ¢ € C ein invariantes Mafl von P, wenn
man ﬁ,(;) =0 fiir k£ ¢ C definiert.

(iii) Ist 7 ein invariantes Wahrscheinlichkeitsma8, dann gilt fiir die speziell gewihlte Startver-
teilung a = 7
P(X, =j) = (xnP"); = m;j, j€ E,neN. (2.6.12)

Von dieser Eigenschaft her kommt die Bezeichnung “invariant”. Man zeigt leicht, dass
dann automatisch sogar

]P’(XO =10,...,Xp = in) :P(Xl = io,...,Xn+1 :in), n € No,ig,...,in € F,
(2.6.13)
gilt. Man sagt, (X, )nen, ist ein stationdrer Prozess.

Satz 2.6.8. Ist C eine rekurrente Klasse, dann ezistiert bis auf konstante Vielfache (€ [0,00])
genau ein invariantes Maf$ m auf C, genauer: es existiert ein 7 € [0, oo)E mit m, = ZjeC TiDik
fir alle k € C und 7, = 0 fiir alle k € E\ C und 7, > 0 fiir alle k € C und fiir jedes invariante
Maf @ mit 77, = 0 fir alle k € E\ C existiert ein ¢ € [0,00], so dass Ty = cmy fir alle k € E
gilt (mit der iblichen Konvention co x 0 =0).

Beweis. Die Existenz von 7 folgt aus Satz 2.6.3. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei also m
invariant auf C. Wenn 7 = oo auf C' gilt, so ist 7 ein konstantes (ndmlich unendliches) Vielfaches
jedes 7 also kénnen wir annehmen, dass ein i € C existiert mit m; < oo. Dann gilt fiir alle
keC

T = Zﬂ'jpjk = TiPik + Z TjPjk = TiDik + Z (ﬂ'z’pij + Z 7Tj1pj1j)pjk

Jjec JEC\{i} JEC\ {3} J1€C\ {3}

= TiPik + i Z DijDjk + Z Z Tj1Pj15Pjk =

jeC\{i} JeC\{i} j1eC\{i}

(2.6.14)
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Also gilt
me>m Y PiXi A4 Xa A Xt # 6, X = k) = i) (2.6.15)
m=1
und somit ' ‘
=) D > mE Py =mE) =m,  neN (2.6.16)
keC keC

Da zu jedem k € C ein n; € N existiert mit pgg’“) > 0 und da m; < oo ist, gilt also in (2.6.15)

Gleichheit fiir alle k € C, also ist

me=mE),  keC, (2.6.17)
und somit ist 7 konstantes Vielfaches (nimlich m;-faches) von 7%, O

Bemerkung 2.6.9. Aus Satz 2.6.8 folgt insbesondere, dass sich die invarianten MaBe 7 aus
Satz 2.6.3 fiir verschiedene ¢ nur um konstante Vielfache unterscheiden.

Satz 2.6.10. Wenn es eine invariante Verteilung m gibt, dann sind alle j € E mit 7; > 0
rekurrent.

Beweis.
o= m=D Y mpy = D mfed vyt yop
n=0 n=0keF keE\{j} n=0 n=0 (2 6 18)
) _ N, ()
= (Z ”k) D P = 2P
keE n=0 n=0
Also ist j rekurrent nach Satz 2.4.1. O

Korollar 2.6.11. Auf einer transienten Klasse C' gibt es keine invariante Verteilung.

Bemerkung 2.6.12. Es kann aber auf einer transienten Klasse C' durchaus invariante Mafe
geben, wie das Beispiel der asymmetrischen Irrfahrt auf Z zeigt. Hier ist m; = 1, i« € Z ein
invariantes Maf}, aber auch m; = (p/q)’, i € Z, d.h. auf transienten Klassen sind nicht notwen-
digerweise alle invarianten Mafle proportional.

Satz 2.6.13. Sei 7 eine invariante Verteilung auf einer (notwendigerweise rekurrenten) Klasse
C. Dann gilt

1
m =

= —5¢c01, icC (2.6.19)
E,T\

Beweis. Wegen Satz 2.6.8 ist 7 eindeutig, und wegen Satz 2.6.3 gilt 7 = afg) fiir alle k € C
mit einem festen i € C' und einem o > 0. Da }, ~ ﬁ](j) = EiTl(l) und Y, o mp = 1, folgt
o= (EiTl(Z))_l, und damit die Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir die folgenden wichtigen Aussagen 2.6.14 bis 2.6.16.

Satz 2.6.14. Sei C' eine rekurrente Klasse. Dann sind dquivalent:
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(i) Es existiert ein i € C, das positiv rekurrent ist.
(ii) Es gibt auf C eine invariante Verteilung.

(111) Alle i € C sind positiv rekurrent.

Insbesondere ist positive Rekurrenz eine Klasseneigenschaft.

Beweis.
(iii)=-(i) Das ist trivial, da C' # 0.

(i)=(ii) Nach (i) gilt >, ﬁ,(f) = EiTl(i) < 00. Nach Satz 2.6.3 definiert 7, := (EiTli))_lﬁg) fiir
k € C und 7 =0 fiir kK € E \ C eine invariante Verteilung .

(ii)=-(iii) Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.6.13.

O

Satz 2.6.15. Die Markovkette mit Ubergangsmatriz P sei irreduzibel, aperiodisch und positiv
rekurrent mit (nach Satz 2.6.1/ existierender) invarianter Verteilung w. Dann gilt

lim p\") =m;,  i,j€E. (2.6.20)

n—oo LY

Beweis. Diese Aussage wurde frither (z.B. [Fe68]) rein analytisch bewiesen. Sie besagt insbe-
sondere, dass unter den Voraussetzungen des Satzes die Verteilung von X,, im Grenzwert n — oo
nicht vom Startpunkt Xg = ¢ abhéngt, die Verteilung der Markovkette also unabhéingig vom
Start gegen die Gleichgewichtsverteilung 7 konvergiert. Heute bevorzugt man den folgenden
“stochastischen” Beweis, der zwar kaum kiirzer, aber anschaulicher ist. Die darin verwendete
Kopplungstechnik (coupling technique) findet auch bei anderen Beweisen nutzbringend Anwen-
dung. “Gekoppelt” werden dabei zwei Markovketten mit unterschiedlichem Startpunkt.

Sei W = (Wi)ken, = (Xk, Yi)ren, eine Markovkette mit Zustandsraum Ex E und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p(; ;) x,1) = pikpji fir alle 4, j, k, 1 € E. Mit anderen Worten: Die Komponenten
X = (X3) und Y = (Y3), sind unabhingige Markovketten mit derselben Ubergangsmatrix P.
Wir betrachten einige Eigenschaften von W = (Wp).

(i) Fiir jedes Quadrupel i, j, k, [ existiert nach Lemma 2.6.2 ein ng = no(i, , k,1), so dass

(n)

P,k = PEZ)Pg-?) >0,  n=ng, (2.6.21)
da P aperiodisch ist. Also ist auch die Markovkette W irreduzibel und aperiodisch.

ii) Man priift leicht nach, dass 7(; sy := m7;, i,j € F eine invariante Verteilung 7 von W
(4.3) J
definiert. Also ist nach Satz 2.6.10 die Markovkette (WW}); rekurrent und nach Satz 2.6.14
sogar positiv rekurrent.

Sei nun ig € E beliebig. Dann gilt wegen (ii) fiir i,j € E

P(i,j)(Wn = (io,io) u. O.) =1. (Warum?) (2.6.22)
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Sei 7 der erste Zeitpunkt, an dem die Markovkette W den Zustand (ig,ip) erreicht. Dann gilt
(undefinierte bedingte Wahrscheinlichkeiten setze man Null):

P = P3| = [Py (X = ko7 < ) + Py (X = k | 7> n)Pi (7 > )
—Pu Y=k, 7<n) =P,y (Yo=Fk|7>n)Pq (1> n)‘ (2.6.23)

< P jy(Xn =k, 7 < n) = P ) (Yo =k, 7 < n)| + P gy (7 > ).

Fiir n — oo geht Py (7 > n) gegen Null, da P(; j(7 < oo) = 1. Der letzte Ausdruck in
den Betragsstrichen ist fiir alle ¢, 7, k,n identisch Null, wie wir gleich formal zeigen werden.
Anschaulich ist dies klar, denn wenn 7 < n ist, X und Y sich also schon in iy getroffen haben,
dann haben sie danach dieselbe Verteilung.

Nun folgt der formale Beweis.

n

P(%])(Xn = ka T < TL) = Z P(%])(Xn - k’ = m)

m=0

- Z IP)(ZJ) (Xn =k | T=m, Wm = (ZO,ZO))P(ZJ)(T = m)

—sz P j) (T = m)

= Z P(l,]) (Yn =k | T =m, Wm = (10720))}}»(1,]) (T = m)

(2.6.24)

= P(%])(Yn = k, T S TL),

wobei wir bei der dritten und vierten Identitéit die starke Markoveigenschaft (Satz 2.4.6) ver-
wendet haben.

Wenn wir (2.6.24) in (2.6.23) einsetzen, erhalten wir

hm |pzk —pjk ] =0. (2.6.25)

Sei nun € > 0 beliebig und Fy C E endlich, so dass ZkeE\Eo T, < . Dann folgt

P;” = ‘Zﬂk ij —pw )‘ <y ﬂk\p,(j;) —p§?)| +¢, (2.6.26)
keE ke Eo
also mit (2.6.25)
limsup |m; — p§?)| <e. (2.6.27)
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun das Analogon von Satz 2.6.15 im nullrekurrenten Fall zeigen.

Satz 2.6.16. Die Markovkette mit Ubergangsmatriz P sei irreduzibel, aperiodisch und nullre-
kurrent. Dann gilt

lim p™ =0, i,jcE. (2.6.28)

n—oo LY
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.6.15 definieren wir die Markovkette W, die wie in Satz 2.6.15
irreduzibel und aperiodisch ist. Wir unterscheiden zwei Fille je nachdem ob W transient oder

rekurrent ist (beides ist moglich):

Falls W transient ist, gilt fiir 4,7 € E nach Satz 2.6.1: (QUE;-L))2 = pgz) G 0 fiir n — oo,

Js
also folgt die Behauptung.

Falls W rekurrent ist, dann definieren wir 7 wie im Beweis von Satz 2.6.15, woraus (2.6.25)
(n)

folgt. Angenommen, es giibe ein Paar (i,j) € E x E, so dass « := limsup,,_, ., p;;> > 0. Dann
existiert eine Teilfolge (1, ), S0 dass lim,, pl(-?’”) =oa. Wegen ), p ﬁ,(j) = ;71 = oo existiert

eine endliche Menge M C E mit ), ,, ﬁ,(j) > %ﬁi). Wiéhle mg so grof}, dass ]p,g.’”) —a] < a2

fiir alle m > mgo und k € M (benutze (2.6.25)). Dann gilt fir m > myg
(i —(3)_(nm —()O (i
m =Y me = Ym0 > (2.6.29)
keE keM
was unmoglich ist. O
Bemerkung 2.6.17. Natiirlich kann man die Sétze 2.6.15 und 2.6.16 auch fiir nicht irreduzible

Markovketten formulieren, wenn man annimmt, dass ¢,j in einer aperiodischen positiv bzw.
nullrekurrenten Klasse liegen.

Wir wollen nun noch sehen, was man im periodischen Fall sagen kann und gleichzeitig die
wichtigsten Resultate der Sétze 2.6.1 bis 2.6.16 zusammenfassen.

Satz 2.6.18. a) Ist j € E aperiodisch und positiv rekurrent, so gilt

nh_,IEopiJ = EjTl(j) = fij7;, i€k, (2.6.30)

wobei w die auf der Klasse von j konzentrierte invariante Verteilung ist.
b) Ist j € E nullrekurrent, so gilt limy, pg;l) =0 fir allei € E.

c) Ist j € E positiv rekurrent mit Periode d > 1, dann gilt

. (may d
M Pi = 50
71

= 5d, (2.6.31)

wobei w die auf der Klasse von j konzentrierte invariante Verteilung ist.
d) Ist j € E transient, so gilt lim, pl(?) =0 fir allet € F.

e) (Verallgemeinerung von c¢)). Ist j € E positiv rekurrent mit Periode d > 1, dann gilt

. nd+r d *, 7 *,7
lim p{f ") = Gl =md Sy (2.6.32)

wobei r € {1,...,d} und f;;.’r =3 Z.(]’."d+r).

Beweis.
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a) Ist ¢ in derselben Klasse wie j, so ist f;; = 1, und die Behauptung folgt aus Satz 2.6.15
und Satz 2.6.13. Anderenfalls gilt (mit fz(]k) aus Satz 2.6.1):

n (k) (n—k)
Pl = Zf”)p§] : (2.6.33)

Wegen 1 > pg-?_k) — (IEjTl(j))*1 =mjund ) o, fi(f) = fi; folgt die Behauptung allgemein.

(Man beachte, dass hier die Vertauschung von lim und unendlicher Summation zuléssig

ist.)

b) Wir zeigen zunéchst lim,, py;) = 0. Im aperiodischen Fall folgt dies aus Satz 2.6.16. Im
periodischen Fall mit Periode d ist die Markovkette (Xg,), aperiodisch und j ebenfalls

nullrekurrent, also lim,, . pmd)

Jj
p§j m) _ 0, also ist lim, .o p(n)

T = (EJTl( )) =0).

= 0. Wenn m kein ganzzahliges Vielfaches von d ist, gilt

= 0. Fiir 7 # j folgt die Behauptung dann wie in a) (mit

c¢) Folgt analog zum periodischen Fall in b). Dabei beachte man, dass (Xg,), ebenfalls die
invariante Verteilung 7 hat und die erwartete Riickkehrzeit von (Xg;,), nach i gleich 1/d
mal derjenigen von (X)), ist.

d) Dies ist Satz 2.6.1.

e) Einfache Verallgemeinerung von c).

Wir formulieren noch zwei einfache Folgerungen.

Korollar 2.6.19.  a) Jede Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum E hat mindestens
einen positiv rekurrenten Zustand.

b) Jede endliche Klasse C' ist positiv rekurrent.

Beweis.

a) Wire dies nicht so, dann gilte lim,, p@) = 0 fiir alle 4,j € FE nach Satz 2.6.18b) und

g
d), was aber wegen 1 = ZjeEpE?) — 0 unmoglich ist.

b) folgt ebenso (ersetze oben E durch C').

Die folgende Aussage folgt unschwer aus Satz 2.6.18.

Satz 2.6.20. a) Es existiert eine eindeutige invariante Verteilung genau dann, wenn es ge-
nau eine positiv rekurrente Klasse gibt.

(n)

b) Es existiert einm € [0,00)F mit 3", pm =1 und limy, .o p;; = m; fir allei,j € E genau
dann, wenn es genau eine aperiodische positiv rekurrente Klasse C' gibt und f;; = 1 fiir
allei € E, j € C gilt.
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Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Ohne Beweis prisentieren wir noch zwei sogenannte “starke” Grenzwertsitze, die fast si-
chere Aussagen iiber das Verhalten fiir n — oo machen. Wir erinnern daran, dass N,(j) =
Y o { X} = j} die Zahl der Besuche im Zustand j bis zum Zeitpunkt n bezeichnet.

Satz 2.6.21. Sei C eine rekurrente Klasse, ﬁ,(j) fir i,k € C wie in Satz 2.6.3 und Ny(j) die
Anzahl der Besuche der Markovkette (Xj)k=1,.. n i j. Dann gilt

- Na(d) TN _ -
P; (nlggo A fz(f)) -1 ijkecC. (2.6.34)
Beweis. [Br68, S. 143 f]. O

Satz 2.6.22. Sei C eine positiv rekurrente Klasse und © € [0,00)F die zugehirige invariante
Verteilung, d. h. die eindeutige Lésung von

T ="7P, Zm =1, =0, jeE\C. (2.6.35)
ieC
Weiter gelte fiir ein f: E — R:
> 1) < 0. (2.6.36)
jeC

Dann gilt

n

IPi( lim %Zf(Xk) =310 m) =1, ieC. (2.6.37)

n—oo
k=1 JEE

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des Ergodensatzes fiir stationire Prozesse (siehe z.B. [Br68,
S. 118 ff]). O

Bemerkung 2.6.23. Wihlt man speziell f(k) = d;;, fiir ein j € C, dann folgt

]P’,-( lim eld) _ nj) —1, iecC (2.6.38)

n—00 n

2.7 Beispiele

Beispiel 2.7.1. Ist die symmetrische Irrfahrt auf Z (siehe Beispiel 2.2.1) positiv rekurrent?

Es gilt p(()%") ~ (7n)~'/2 nach Satz 2.4.8. Da p(()%n_l) = 0 fiir alle n € N ist, gilt also

limy, 0 p(%) = 0. Da 0 ein rekurrenter Zustand ist, folgt nach Satz 2.6.18b), dass 0 nullrekurrent

sein muss. Da die symmetrische Irrfahrt irreduzibel ist, ist sie (oder Z) nullrekurrent.

Beispiel 2.7.2 ((s, S)-Lagerhaltungsmodell, Fortsetzung von Beispiel 2.2.7). Betrachte zunéchst
Y, := Lagerinhalt am Morgen des Tages n. (2.7.1)

Wir nehmen an, dass P(X; > 0) > 0 gilt.
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Die Menge C :={j € {s,...,S}: S — j} ist eine kommunizierende Klasse, die den Zustand
S enthilt. Sie ist endlich und daher nach Korollar 2.6.19 positiv rekurrent. Alle anderen Zusténde
(sofern vorhanden) sind unwesentlich und damit transient. C' kann periodisch oder aperiodisch
sein; dies héngt von der Verteilung von X ab. Es gilt offensichtlich f;; = 1 fiir allei € {s,..., S},
j € C. Die Markovkette (Zy,), mit

Zy = Lagerinhalt am Abend des Tages n (2.7.2)

besteht ebenfalls aus einer positiv rekurrenten Klasse C und eventuell weiteren unwesentlichen
Zustanden. Man kann zeigen, dass auch hier f;; = 1 fiir alle j € C und alle i € {S,5 —1,...}
gilt.

Wir betrachten nun die durchschnittlichen Kosten pro Tag,

1 n
KM .— = K 7.
- Z osten am Tag k, (2.7.3)
k=1
und stellen die Frage, ob K™ konvergiert, und wenn ja, wogegen.

Wie in Beispiel 2.2.7 erldutert wurde, kann man die Kosten aufspalten wie folgt:

Km) —

S

> (Kplly1 o, 1(Zk) + L) + f2(Z) + f5(9)), (2.7.4)
k=1

wobei die vier Summanden die Bestellkosten, die Lagerhaltungskosten, die Kosten fiir nichtbe-
fristete Nachfrage und die Lagerinvestitions- und Mietkosten modellieren.

Seien (%) bzw. 7(¥) die (eindeutigen) invarianten Verteilungen der Markovketten (Z)x
bzw. (Yy)g. Nach Satz 2.6.22 gelten die drei Grenzwertaussagen

n s—1
1
EZKBH{S_LS_QM}(Zk) — Kp Y 17, (2.7.5)
k=1 j=—00
1< 5 v
S AN — YAl (2.7.6)
k=1 j=s
1 & ! P
Sy Rz — Y R (2.7.7)

jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1, wobei wir bei der letzten Konvergenz annehmen, dass die rechte
Seite endlich ist (ansonsten wiirden bei nichtnegativem fy die durchschnittlichen Kosten gegen
unendlich konvergieren). Genaugenommen gelten die Grenzwertaussagen zunéchst nur unter der
Voraussetzung, dass man in den positiv rekurrenten Klassen von (Y,,), und (Z,), startet. Man
kann aber leicht einsehen, dass diese Zusatzvoraussetzung nicht notig ist.

Somit haben wir gezeigt, dass die durchschnittlichen Kosten pro Tag fiir n — oo einen deter-
ministischen Grenzwert haben. Dieser ldsst sich durch zwei invariante Verteilungen ausdriicken,
die sich wiederum als Losung von zwei linearen Gleichungssystemen berechnen lassen. Dieser
Grenzwert der Kosten hingt noch (auf im allgemeinen komplizierte Weise) von s und S ab. In
vielen Fillen ist es interessant, diese Funktion beziiglich s und S zu minimieren. Wir gehen auf
dieses Problem nicht néher ein.
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In vielen Fillen diirfte die (auf einem Rechner in der Regel schnelle) Auswertung der Grenz-
funktion an z. B. 100 Wertepaaren (s, S) bereits einen guten Uberblick iiber verniinftige Wahlen
von s und S liefern.

Beispiel 2.7.3 (M/G/1-Warteschlange). Sei X (t) die Anzahl der Kunden im System zur Zeit
t > 0 bei einer M/G/1-Warteschlange. Der stochastische Prozess (X (t)):>0 hat in der Regel nicht
die Markoveigenschaft (nur dann, wenn auch die Bedienungszeiten exponentialverteilt und damit
gedéchtnislos sind). Wenn aber 7 < 72 < ... die (zufilligen) Zeitpunkte sind, an denen die Be-
dienungszeit eines Kunden endet, dann definiert Y,, := X (7,,4+), n € N, eine Markovkette (Y}, ),
da die Zwischenankunftszeiten gedéchtnislos sind. Dabei definieren wir X (7,+) = limg|,, X(s).
Man bezeichnet (Y;,), als eine in (X (t))i>0 eingebettete Markovkette.

Sei G die Verteilungsfunktion der Bedienungszeit. Wir nehmen an, dass G(0) = 0 ist
und der Erwartungswert v der Bedienungszeit endlich ist. Den Parameter der (exponential-
verteilten) Zwischenankunftszeiten nennen wir A\. Der Zustandsraum von (Y,),, ist offenbar Np.
Wir berechnen zunichst die Ubergangsmatrix P von (Y},),. Danach beschiiftigen wir uns mit
der Frage, ob die Markovkette positiv rekurrent ist. Diese Eigenschaft ist sicher wiinschens-
wert, da nach Satz 2.6.18 ansonsten die Warteschlange “explodiert” in dem Sinn, dass z. B.
limy, 00 P(Y;, < 1010) = 0 gilt.

Wir bestimmen nun p;; fiir 4,5 € Np. Sei Yy die Zahl der Kunden, die am Ende einer
Bedienungszeit noch im System sind. Den néichsten Kunden, der bedient wird, bezeichnen wir
mit der Nummer 1 usw. Sei zunéichst ¢ > 1 und K die Zahl der Kunden, die wihrend der
Bedienungszeit B des ersten Kunden eintreffen. Dann gilt

pij = P(Y1 =j | Yo = 1)
=P(K=j—i+1]|Yy=1)

2.7.8
{fOOOIP’i(K:j—i—kl|B:x)dG(x), falls j —i+1 >0, (2.78)
0

sonst.
Wir berechnen nun den Integranden: Im Fall j —¢+ 1 > 1 gilt
P(K=j—it+1|B=x)=P(K>j—i+1|B=x)-P(K>j—i+2|B=x). (2.7.9)

Die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb der Zeit z mindestens k Kunden eintreffen, ist gleich
der Wahrscheinlichkeit, dass die Summe von k& unabhéngigen Exp(\)-verteilten Zufallsvariablen
einen Wert kleiner oder gleich z annimmt. Diese ist gegeben durch

T Akyk_l

P(K>k|B=x)= —Mq
K=k B=a)= [ S ey,

Setzt man dies mit k = j —i+ 1 bzw. k = j —i+ 2 in (2.7.9) ein, so ergibt sich

o \—itly i © \j—it2y it
AR eV dy — / —y
o (J—i+1)!

ke N. (2.7.10)

P(K=j—i+1B=x)= / e_)‘ydy. (2.7.11)

o (=9
Indem man das erste Integral partiell integriert, sieht man, dass die rechte Seite von (2.7.11)
gleich (A\z)?~"1e=2% /(j —i+1)! ist. Dies gilt auch im Fall j—i+1 = 0. Die Zahl der im Zeitraum
x ankommenden Kunden ist daher Poisson-verteilt mit Parameter Ax. Somit gilt fiir ¢ > 1 und
j—1+1>0:

e (A)i=H+1
pij—/o G AT 4G (). (2.7.12)
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Weiter gilt (wie man leicht einsieht) po; = P(K = j) = p1;. Mit der Abkiirzung

(Az)"

] e M dG(z), r € N, (2.7.13)

folgt
cho C1 C2 C3 Cq4
Ch €1 C2 (€3 (4
0 Co C1 C9 c3 ...
P=/ij)ijgevo =1 0 0 ¢ ¢ co ... (2.7.14)
0 0 0 () C1

Offenbar sind alle ¢, positiv. Daher ist die Markovkette irreduzibel und aperiodisch. Fiir die
positive Rekurrenz der Markovkette ist nach Satz 2.6.14 notwendig und hinreichend, dass eine
invariante Verteilung existiert (die dann nach Satz 2.6.8 automatisch eindeutig ist).

Zur Abkiirzung definieren wir

Gi= > ¢=PKz>it+l), ieN. (2.7.15)
j=i+1

Dann gilt

e A o0 [ (\x i e e
EK = chi = ZZ/{) %e AT AG(z) = /0 Az dG(x) = Av =: p. (2.7.16)
i=0 i=0

und
o0 o0
Ya=> P(K>i+1)=EK =p. (2.7.17)
i=0 i=0
Alternativ kann man EK auch durch die Formel
o0
EK = 121?11 %E(z) mit  ¢(z) = 2; izt (2.7.18)

(vgl. WT I) berechnen.

Die Zahl p heiit Verkehrsdichte der Warteschlange. Wegen v < oo ist sie endlich. Grofie
Werte von p entstehen durch groe A, d. h. durch kurze mittlere Kundenabsténde 1/\ oder durch
langsame Bedienung (grofle v/). Es ist daher zu erwarten, dass grofie p zu langen Warteschlangen
fiihren. Wir werden gleich sehen, dass der Wert p = 1 kritisch ist in dem Sinne, dass fiir kleinere
Werte die Markovkette positiv rekurrent ist und fiir groflere nicht. Dies ist nicht verwunder-
lich, denn p = 1 bedeutet gerade, dass die erwartete Bedienungszeit v gleich der erwarteten
Zwischenankunftszeit A~! ist.

Um dies alles zu zeigen, l6sen wir das lineare Gleichungssystem m = wP. Schreibt man die
einzelnen Gleichungen untereinander und addiert die ersten k fiir alle k£ € N, dann erhilt man
das dquivalente Gleichungssystem

mCH) = ToCo
TeCp = ToClL + TM1Cy (2.7.19)

m3C) = TOCo + T1Co + TM2C1
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Wenn nun )2 m; = 1 ist, dann kann man alle Gleichungen addieren und erhilt

(1 —mo)co = mop + Zm ZE]- =mop + (1 — mo)(p — Co).- (2.7.20)
=1 j=1

Auflésen nach 7 ergibt mop = ¢p — p+ ¢ = 1 — p. Durch sukzessives Einsetzen in (2.7.19) erhélt
man rekursiv alle m; fiir © € N. Offenbar muss p < 1 sein, damit eine invariante Verteilung
existiert, denn sonst wére my < 0. Also ist die Markovkette im Fall p > 1 nicht positiv rekurrent.
Sei umgekehrt 0 < p < 1. Setzt man my = 1 — p und berechnet die 7; aus (2.7.19) rekursiv, dann
sind offenbar alle m; positiv. Da (2.7.19) dquivalent zu m = 7P ist, bleibt nur zu zeigen, dass
Yoi2omi = 1 ist. Setzt man s, = Zle m; und addiert die ersten k£ Gleichungen von (2.7.19),
dann erhélt man

k-1 k=1 ki
skco=(L—p) ) G+ ) mm) ¢
j=0 =t = (2.7.21)
< (1=p)p+sk-1(p— 7o)
=1 —=p)p+sk-1(co— (1 —p))
Hieraus folgt
0<mp =5 —8p—1 < 10_—0'0(p — Sk—1), (2.7.22)

woraus Sx_1 < p fiir alle & und somit die Endlichkeit von ) 2 m; folgt. Falls > 2 m; # 1 ist,
normiert man die 7; so, dass die Summe 1 ist, und sieht wie vorher, dass das normierte 7y gleich
1 —pist. D.h. es gilt > >° 7 = 1 (man musste also gar nicht normieren!). Dies zeigt, dass die
Markovkette im Fall p < 1 positiv rekurrent ist.

Wir werden nun noch eine Formel fiir die erzeugende Funktion von 7 im Fall p < 1 herleiten
und damit den Erwartungswert der Verteilung 7 berechnen. Seien

= Zmzi, c(z) = Zcizi, fir z € C. (2.7.23)
=0 =0

Beide Reihen konvergieren fiir alle |z| < 1 absolut. Multipliziert man die i-te Gleichung von
m = mP mit z* und summiert iiber i € Ny, so erhélt man fiir 0 < |z| < 1 die Beziehung

7(z) =c2)(mo+ T + Moz + M3 +...) = @(T(QZ —mo + 7(2)). (2.7.24)

Lost man die Gleichung nach 7(z) auf, dann erhélt man

cz)mo(z—1) _ (1 -p)(z —1)clz)

z—clz) z—1¢(z)

7(z) = (2.7.25)
Diese Gleichung gilt fiir alle z € C mit 0 < |z| < 1, denn aus p < 1 folgt z # ¢(z) fir 0 < |z| < 1.
Die Formel in (2.7.25) ist als Pollaczek-Khintchin-Formel bekannt. Aus ihr lassen sich durch
mehrfache Differentiation nach z und Auswerten fiir z = 0 die 7; (etwas mithsam) berechnen.
Einfacher ist die Berechnung des Erwartungswertes L von 7 (die mittlere Warteschlangenléinge
am Ende einer Bedienungszeit):

L= Z im; = hm — Z T2 = lim —7T(Z) (2.7.26)
=0

211 d 211 d
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Nunist fir0 < 2z <1

d_ (z =) (e(z) + (2 = 1)7(2)) — (2 — De(2)(1 — (=)
&W(z) =(1-p) G , (2.7.27)

wobei ¢(z) als %E(z) zu verstehen ist. Nun konvergieren Zdhler und Nenner fiir z T 1 gegen

Null. Wendet man zweimal die Regel von De I’'Hopital an, so erhélt man
d c'(1) p*(0?/v? + 1)

L=lim o R() = p+ g 5 =t g

2.7.2
zT1 dz ( 7 8)

wobel

o? _/ t2dG(t) — v? (2.7.29)
0

die Varianz der Bedienungszeit ist, denn

() = ooc'z’i— 2= N ooii— (/\xz)ie_)\m z) = 22 - z)2e ATz x
()= eiili— 1) Z/O (i-1) A6 (x) /Om 4G (x)

i!
i=2

(2.7.30)
also

a'(1) = )\2/ 22dG(z) = N’EK? = N2 (12 + o). (2.7.31)
0

Im Fall 02 = oo (aber v < 0o und p < 1) existiert zwar eine invariante Verteilung , ihr
Erwartungswert ist aber unendlich.

Bemerkung 2.7.4. Mit denselben Methoden kann man auch die mittlere Wartezeit eines Kun-
den berechnen. Es erscheint plausibel (und ist richtig), dass die mittlere Zeit W, die ein Kunde
(wartend oder bedient werdend) im System verbringt, gleich L/X ist, denn wenn Kunden im
durchschnittlichen Abstand 1/X eintreffen und die Durchschnittszeit L/A bleiben, dann sind
im Mittel gerade L Kunden im System. Fiir weitere Diskussionen hierzu verweisen wir auf die
Literatur, z. B. [HS82, S. 251] oder [KT81, S. 502 ff].

Beispiel 2.7.5 (Verzweigungsprozesse). Wir nehmen an, dass zur Zeit n = 0 ein Individuum
existiert, das mit Wahrscheinlichkeiten p; genau k € Ny Nachkommen produziert. Jeder der
Nachkommen produziert wieder unabhéngig voneinander Nachkommen mit derselben Verteilung
usw. Anwendungsbeispiele sind Zellteilungsvorgéinge, die Ausbreitung von Familiennamen usw.
Sei S, die Zahl der Individuen in der n-ten Generation. Offenbar ist (S, )nen, eine Markovkette
mit Zustandsraum Ny und Startwert 1. Ein solcher Prozess heif3t Galton- Watson-Prozess.

Wir interessieren uns zunéchst fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Population irgendwann
ausstirbt. Wir setzen fiir n € Ny

dp :=P(S, =0) und Gn(z) = Z ZFP(S, = k) = Ez5". (2.7.32)
k=0

Wir nummerieren die Individuen der ersten Generation mit ¢ = 1 bis 57 durch und bezeichnen
die Zahl der Nachkommen des i-ten Individuums der ersten Generation in der n-ten Generation
mit 57(21- Das Baugesetz des Verzweigungsprozesses kann mit der Formel

S
Sa=3_ 8", (2.7.33)
=1
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beschrieben werden. Im Folgenden schreiben wir kurz G statt G1. Nun folgt (vgl. WT 1)

én(z) —E5" — zS1157(L)1 —ZE( i=1 n 1 S —k;)pk
9] k
= E er(Zfl Si1=k|p
;:% (1;11 ) F (2.7.34)
— Z(EZS”‘I) [
k=0
=G @n—l(z))7

wobei beim fiinften Gleichheitszeichen die Unabhéngigkeit der Nachkommensanzahlen verschie-
dener Individuen verwendet wurde. Nun ist

~

dp = Gp(0) = G(Gp-1(0)) = G(dn—1), neN, und dy=0. (2.7.35)

Mit anderen Worten, die Folge (d,,), entsteht durch Iteration der Funktion G mit Startwert
Null.

Im Fall py = 0 folgt d,, = 0 fiir alle n € Ny, d.h., die Population kann nicht aussterben.
Im Fall pg = 1 gilt dagegen d,, = 1 fiir alle n € N. Betrachten wir nun den interessanten Fall
0 < pp < 1. Offenbar ist die Folge (d,)nen monoton nicht fallend und durch 1 beschrénkt. Der
Grenzwert d ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Population irgendwann ausstirbt. Da G stetig
auf [0,1] ist, folgt d = G(d), d.h. d ist ein Fizpunkt von G. Nun ist die Funktion G = G,
offensichtlich konvex und monoton nichtfallend auf [0, 1], und es gelten 0 < py = G(0) und
G(1) = 1. Daher hat G aufler dem Wert 1 hochstens einen weiteren Fixpunkt in [0, 1]. Dies ist
genau dann der Fall, wenn v = G'(1) > 1 ist (eventuell auch co), d.h., wenn die erwartete Zahl
n von Nachkommen grofler als 1 ist.

G(Z) G(Z)
1 A 1 A

Y
Y

v>1 v<i

Abbildung 2.7.1: Erzeugende Funktion der Nachkommenverteilung

Ist also v < 1, dann folgt d = 1, d. h. die Population stirbt mit Sicherheit irgendwann aus.
Im Fall v > 1 bleibt zu untersuchen, ob d = 1 ist oder ob d die eindeutige Losung von G(z) = x
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mit z < 1 ist. Wir zeigen, dass Letzteres der Fall ist. Aus dem linken Bild erkennt man dies
leicht: Offenbar gilt d,, < 1 fiir alle n € N (Induktion). Wenn lim,,_,o d,, = 1 wire, dann géibe es
ein n mit z < d,, < 1 fiir alle geniigend grofien n und somit d,+1 = G(d,) < d,, was falsch ist.
Also muss die Folge (dy,), gegen die Losung = € [0,1) von G(z) = = mit konvergieren. Damit
haben wir den folgenden Satz gezeigt.

Satz 2.7.6. Seiv =3 72 jp; € [0,00] die erwartete Anzahl von Nachkommen. Wenn 0 < py <
lundv <1, dann gilt d = 1. Wenn 0 < pg <1 und v > 1, dann ist d die eindeutige Lésung
x € (0,1) von G(x) = x. Wenn pg =0, dann ist d = 0.

Es ist interessant, die Verteilung der Grofle C' der gesamten Nachkommenschaft zu bestim-
men. Sei C, := 1+51+---+9, fiir n € Ny die Zahl aller Individuen bis zur n-ten Generation und
C’,(ﬁl die Grofle der gesamten Nachkommenschaft des i-ten Individuums der ersten Generation
(es selbst eingeschlossen) bis zur n-ten Generation. Weiter sei

H,(z) = isz(Cn = k) (2.7.36)
k=0

die erzeugende Funktion von C),. Dann gilt fiir 0 < z < 1

Hy(z) = B2 = BT O = i]E(zHZ?—l ol S = k)pk
i, h=0 (2.7.37)
=z Zpk (I;Tn,l(z))k = zG(ﬁn,l(Z)).
k=0
Es gilt fiir 0 <z <1 und n € Ny
Hpp1(z) = B2 < B2 = H,(2) (2.7.38)

~

Da fiir 0 < z < 1 die Folge (H,(2))y fallend und durch Null nach unten beschrénkt ist, besitzt
sie einen Grenzwert H(z). Aus der Stetigkeit von G folgt

H(z) = 2G(H(z)). (2.7.39)

Diese Fixpunktgleichung hat fiir alle 0 < z < 1 eine eindeutige Losung in [0, 1] (auch z. B. im
Fall p; = 1). Wir zeigen, dass (wie zu erwarten)

H(z) = ip(c = k)" (2.7.40)
k=0

gilt, wenn C' = lim,,_, o, C), ist. (Dieser Grenzwert existiert wegen der Monotonie der Folge (Ci ),
ist aber eventuell oo.) Es gilt fiir k£ € Ny, (aber nicht unbedingt fiir k£ = oco!)

lim P(C,, = k) = P(C = k) (2.7.41)

n—oo

(man zeige dies!). Aus dem Konvergenzsatz fiir erzeugende Funktionen (WT I) folgt (2.7.40).

Wir kénnen ﬁ(z) durch (2.7.40) auch fiir z = 1 definieren. Dann ist ﬁ(l) =P(C <o0) =d.
Man beachte, dass im Fall d < 1 zwar lim,,_.. H,(1) = 1 existiert, aber ungleich H(1) ist.

Wir fassen noch einmal zusammen:
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Satz 2.7.7. H(z) ist fir 0 < z < 1 die eindeutige Lésung von © = 2G(z). Weiter gilt d =
H(1) =P(C < ).

Korollar 2.7.8. Wenn v <1, dann gilt

(2.7.42)
wobei die rechte Seite im Fall v =1 als oo zu lesen ist.

Beweis. Im Fall py = 0 ist C' = oo und v = 1 und damit die Behauptung klar. Sei also py > 0.
Dann folgt P(C' < 00) =1, und fiir 0 < z < 1 gilt

i—lj(z) _ %(zG(ﬁ(z))) — GH() + zG’(]%A[(z))C(li—Ij(z). (2.7.43)
Auflésen nach %(2) liefert
i ), CHE)) 1
BC = lim () = lim o s = (2.7.44)

O

Bemerkung 2.7.9. Alternativ kann man Korollar 2.7.8 wie folgt zeigen: differenziert man die
linke und rechte Seite von Gleichung (2.7.34) nach z und bildet beidseitig den Grenzwert z T 1,
so folgt ES,, = vES,,—1 und wegen ESy = 1 per vollstandiger Induktion ES, = v" fiir alle
n € Np. Im Fall v < 1 folgt also

EC = iESn = i o L (2.7.45)
n=0 n=0

1—v

Beispiel 2.7.10 (M/G/1- Warteschlange als Verzweigungsprozess). Wenn ein Kunde bei einer
M/G/1-Warteschlange das leere System betritt, so wird er als Stammvater eines Verzweigungs-
prozesses angesehen. Die Nachkommen eines Kunden sind die Kunden, die widhrend seiner Be-
dienungszeit eintreffen. Die Ged#chtnislosigkeit der Zwischenankunftszeiten garantiert, dass die
Nachkommenzahlen unabhéngig sind. Die erwartete Zahl von Nachkommen ist die Verkehrs-
dichte p. Also stirbt der Prozess fiir p < 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, fiir p > 1 dagegen mit
geringerer Wahrscheinlichkeit. Dies bedeutet, dass die in Satz 2.7.3 betrachtete Markovkette
(Yo )nen, im Fall p <1 rekurrent und im Fall p > 1 transient ist. Zusammen mit dem Ergebnis
aus Satz 2.7.3 sehen wir, dass die Markovkette positiv rekurrent bzw. nullrekurrent bzw. tran-
sient ist, je nachdem, ob p < 1, p = 1 oder p > 1 ist. Im Fall p < 1 ist (1 — p)~! die erwartete
Zahl der in einer Bedienungsperiode (busy period) bedienten Kunden.

Bemerkung 2.7.11. Mit &hnlichen Methoden kann man auch die Verteilung der Linge der
Bedienungsperiode berechnen [HS82, S. 198 ff].

Wir erwdhnen noch ein Paradoxon der Warteschlangentheorie.
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Beispiel 2.7.12 (Ein Paradoxon). Es seien p < 1, L die erwartete Warteschlangenlidnge (nach-
dem ein Kunde bedient wurde), K = (1—p)~! die erwartete Zahl der in einer Bedienungsperiode
bedienten Kunden und 0 < 02 < oo die Varianz der Bedienungszeit. Dann gilt

L <00, K <00, falls o2 < o0,

L=o00,K <oo, falls o2 =ooc. (2.7.46)

Dies scheint im Widerspruch zu der folgenden Uberlegung zu stehen: Seien p < 1 und ¢? = oo.
Dann gilt offenbar im Gleichgewicht EY,, = L = oo, aber

Y,, < Anzahl der in der zugehorigen Bedienungsperiode bedienten Kunden. (2.7.47)

Bildet man beidseitig Erwartungswerte, so steht aber links L. = oo und rechts K < oo, was
offenbar nicht sein kann. Wo liegt der Fehlschluss?






Kapitel 3

Markovketten mit stetiger Zeit

3.1 Einleitung und Beispiele

Markovketten mit stetiger Zeit (MKSZ) sind Prozesse mit hochstens abzihlbarem Zustandsraum
E, die im Gegensatz zu Markovketten mit diskreter Zeit (MKDZ), die wir im vorigen Kapitel aus-
giebig studiert haben, mit ¢ € [0, c0) indiziert sind und die sich ebenfalls der Markoveigenschaft
erfreuen (die wir weiter unten formulieren werden). Fiir die Modellierung zeitkontinuierlicher
Systeme sind sie oft praktikabler als die Approximation durch MKDZ.! Anwendungen finden
sich in vielen Bereichen. Wir betonen wieder die Anwendung auf Warteschlangen unter Ein-
schluss von Netzen von Warteschlangen; siehe Abschnitt 3.5. Zunéchst wollen wir anschaulich
verstehen, was eine MKSZ ist und durch welche Grofien sie charakterisiert ist. Wie im diskreten
Fall wollen wir unter einer MKSZ nur den Ubergangsmechanismus verstehen. Einen stochasti-
schen Prozess — oder genauer: die Verteilung eines solchen — erhélt man erst, wenn man noch
eine Startverteilung auf F festlegt. In diesem Fall soll die Markoveigenschaft gelten, d.h., fiir
jedes n € N und jede t; <ty < --- <t, <t sowie jede i1,19,...,in,? € F gilt

P(X(t)=i| X(t) =i1,...,X(tn) = in)
=P(X(t) =i | X(tn) =in) (3.1.1)
=P, (X (t —tn) = 1),

wobei der Index i,, von P bedeutet, dass der Prozess im Zustand i,, gestartet wird. Um diese
Figenschaft zu garantieren, miissen die Aufenthaltszeiten in einem Zustand bis zum n#chsten
Sprung gedéchtnislos, d. h. exponentialverteilt sein (siche Ubungsaufgabe) und die Wahrschein-
lichkeit, dann in einen bestimmten anderen Zustand zu springen, muss unabhingig von allem
Vorherigen sein. Wenn die Aufenthaltsdauer in i € E' Exp(c;)-verteilt ist und die stochastische
Matrix P = (pij)ijcr die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach einem Sprung beschreibt, wo-
bei p; = 0 fiir alle ¢ € F ist (man muss in einen anderen Zustand springen), so ist durch die
Parameter ¢; und die Matrix P offenbar der Ubergangsmechanismus vollstiandig beschrieben.
Zusammen mit einer Startverteilung a auf E ist damit ein stochastischer Prozess beschrieben.
Wir erlauben den Fall ¢; = 0 fiir ein ¢ € E. In diesem Fall ist ¢ absorbierend. Dagegen ignorieren
wir zunéchst den moglichen Fall ¢; = oo, in welchem man sofort springt. Wir zeigen, wie man
den Prozess simuliert:

1. Man simuliere die Startverteilung a auf E (wie bei MKDZ). Sei X (0) = ip, n = 0.

n diesem Kapitel werden wir Markovketten im Sinne der Definition 2.3.1 immer mit “MKDZ” bezeichnen.

47
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2. Man simuliere die Aufenthaltszeit T, in 4,. Sie ist Exp(c;, )-verteilt.

3. Man simuliere den néchsten Zustand 4,11 € E geméf} der Verteilung p;;, -
4. Setze n =n+ 1.

5. Gehe nach 2.

Bei jeder Simulation verwende man eine neue (von den vorherigen unabhéngige) auf [0, 1]
gleichverteilte Zufallsvariable und transformiere sie entsprechend. Es bietet sich an, jeweils nach
der Simulation in 2. den Plot der Realisierung zu aktualisieren. Nach Belieben baue man ein
Abbruchkriterium ein (entweder als Funktion von n oder der Zeitdauer des Prozesses). Man
kann dabei bei gewissen ¢ = (¢;);ep und P in die Situation kommen, dass selbst fiir n — oo der
Prozess “steckenbleibt”, d.h. "7 (7T, < oo mit positiver Wahrscheinlichkeit passiert. Dieses
Verhalten entspricht einer Explosion in endlicher Zeit. Hier stellt sich die Frage, ob man den
Prozess auch noch nach der Zeit ) 7 ;7T), definieren kann oder will. Offen bleibt bei der obigen
Konstruktion, ob die Pfade rechtsstetig oder linksstetig sind. Die Verteilung einer MKSZ legt
dies nicht fest. Es hat sich aber gezeigt, dass es giinstig ist, alle Pfade rechtsstetig zu wéhlen.
Oft definiert man

qij = {Clp” falls Z # ’ (3.1.2)
—¢; falls i = j,

und bezeichnet Q = (¢;;)i jer als die Q-Matriz der MKSZ. Offenbar kann man aus @ die ¢; und
jene Zeilen von P, fir die ¢; # 0 ist, zuriickgewinnen (die anderen Zeilen von P sind ohnehin
bedeutungslos).

Bei der oben beschriebenen Simulation geniigt es offensichtlich, ¢ und die Matrix @ zu
kennen. () muss lediglich die Bedingungen ¢;; > 0 fiir alle ¢, € £ mit ¢ # j und )| jepdij =0
erfiillen. @ und @ legen dann die Verteilung des Prozesses eindeutig fest — jedenfalls bis zur
“Explosion”, sofern diese in endlicher Zeit passiert.

Um bereits in Kiirze konkrete Beispiele fiir MKSZ behandeln zu koénnen, erwihnen wir
(Beweis spiiter; siehe Satz 3.2.7), dass
Pi(X(t) = J)

qi; = lim !

Pi(X(t) =) Bt N
bt ; , i,j € E,i#7j, (3.1.3)

gilt. Die ¢;; heiflen daher auch Ubergangsraten. Graphisch kann man eine MKSZ #hnlich wie im
Fall einer MKDZ darstellen: man malt einen Pfeil von ¢ nach j, wenn ¢;; > 0 ist und beschriftet
ihn mit g;;.

Die bisherigen Betrachtungen sind recht oberflichlich und dienen lediglich dazu, eine in-
tuitive Vorstellung von MKSZ zu vermitteln. Prézise Definitionen, Annahmen, Aussagen und
Beweise folgen im Abschnitt 3.2.

Beispiel 3.1.1 (Geburts- und Todesprozesse). Geburts- und Todesprozesse nennt man solche
MKSZ, deren Zustandsraum E = Nj ist und fiir die die Q-Matrix die Form
A, falls j =441,
Gij = i, fallsj=i—19>1, (3.1.4)
0  sonst, wenn i # j,

besitzt. Die \; werden als Geburtsraten, die p; als Sterberaten bezeichnet. Sind alle y; = 0 (bzw.
alle \; = 0), dann heisst die MKSZ (reiner) Geburtsprozess (bzw. (reiner) Todesprozess).
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Geburts- und Todesprozesse werden zum Beispiel als (sehr einfache) Modelle zur Beschrei-
bung der zeitlichen Evolution der Grofle einer Population verwendet. Sie treten aber auch bei
bestimmten Warteschlangenmodellen auf, wie wir im néchsten Beispiel sehen werden. Ein wich-
tiger Spezialfall ist der Poissonprozess, der als reiner Geburtsprozess mit A\; = A fiir alle ¢ € Ny
definiert ist, wobei A > 0 ein Parameter ist. Wir werden den Poissonprozess noch niher studieren.

Beispiel 3.1.2 (M/M/c-Warteschlange). Die Zahl der Kunden in einer M/M/c-Warteschlange
ist offenbar wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung eine MKSZ. Seien A bzw.
u die Parameter der Exponentialverteilungen der Zwischenankunfts- bzw. Bedienungszeiten (fiir
jeden der ¢ Bediener). Da Spriinge immer nur zu benachbarten Zustinden moglich sind, ist
die Zahl der Kunden sogar ein Geburts- und Todesprozess. Die Geburts- und Sterberaten sind
gegeben durch

i falls 0 <i<eg,

, (3.1.5)
cu falls i > c.

A = A fiir alle i € Ny, /Li:{
Man beachte, dass die Sterberate proportional zur Zahl der Kunden ist, die gerade bedient
werden.

Beispiel 3.1.3 (M/Es/1-Warteschlange). Die Zahl der Kunden in einer M/Ey/1-Warteschlange
ist keine MKSZ, da die Es-Verteilung nicht geddchtnislos ist. Es lédsst sich aber eine MKSZ mit
groferem Zustandsraum so definieren, dass die Zahl der Kunden in einer M /Ey /1-Warteschlange
eine Funktion jener MKSZ ist. Wenn man fiir diese MKSZ alle Ubergangswahrscheinlichkeiten
(oder auch die invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung — sofern sie existiert) berechnet, so kennt
man damit automatisch auch die (invariante) Verteilung der Zahl der Kunden in der M/Ey/1-
Schlange.

Der “Trick” besteht darin, dass man die Eg-verteilte Bedienungszeit (mit Erwartungswert
p~1) kiinstlich in zwei Phasen zerlegt, die jeweils Exp(2u)-verteilt und unabhingig sind. Merkt
man sich nun zusétzlich zur Zahl der Kunden noch, in welcher Phase der Bedienung das Sy-
stem sich befindet, so hat man eine MKSZ vorliegen, da die Zeitdauern der einzelnen Phasen
gedéchtnislos sind. Der Zustandsraum dieser MKSZ ist

E={0}uU{(n,i): neN,ie{1,2}} = {0} UN x {1,2}, (3.1.6)

wobei “0” bedeutet, dass kein Kunde im System ist, und (n,i), dass n € N Kunden im System
sind und der Kunde, der gerade bedient wird, sich in der Bedienungsphase i € {1,2} befindet.
Es spielt dabei keine Rolle, ob sich solche Bedienungsphasen real beobachten lassen, oder ob sie
nur kiinstlich eingefithrt wurden. Die @-Matrix ist aus der folgenden Abbildung ablesbar.

Ubergénge von Phase 1 zur Phase 2 finden immer mit Rate 2y statt, da die Phase 1 Exp(2u)-
verteilt ist. Mit derselben Rate 21 endet die Bedienungszeit eines Kunden, wenn er sich in Phase
2 befindet, worauf sich die Zahl der Kunden um Eins verringert und der n#ichste Kunde in Phase
1 bedient wird. Die Ankunftsrate ist immer .

Beispiel 3.1.4 (M/Hy/1-Warteschlange). Eine Mischung aus k& € N Exponentialverteilungen
wird gelegentlich als Hyper-FExponentialverteilung bezeichnet und mit Hj abgekiirzt. Eine Zu-
fallsvariable ist also genau dann Hp-verteilt, wenn ihre Verteilungsfunktion F' die Gestalt

(3.1.7)

0, falls x < 0,
Zle q¢i(1—e ") fallsz >0
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A A A
o % (1,1)/\(2,1)/\(3,1)‘”
21 21 21 2u 21 21

@ Ca 32
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Abbildung 3.1.1: M/Es/1-Warteschlange

hat, wobei r1,...,7x > 0, q1,...,qx > 0 und Zle gi = 1 gilt. Hp-Verteilungen (oder allge-
meinere Mischungsverteilungen) kénnen zum Beispiel auftreten, wenn Waren aus verschiedenen
Produktionen gemischt werden. Die ¢; sind dann die Anteile der Waren aus Produktion i. Ho-
Verteilungen bei Bedienungszeiten kénnen dadurch entstehen, dass die Kunden eine von zwei
Serviceleistungen in Anspruch nehmen, die jeweils exponentialverteilt mit verschiedenen Para-
metern sind.

Wie bei der M/Eg/1-Schlange ist die Zahl der Kunden auch bei der M/ Hj/1-Schlange keine
MKSZ, kann aber als Funktion einer MKSZ geschrieben werden. Bei dieser MKSZ merkt man
sich neben der Zahl der Kunden noch den “Typ” der Bedienung (1 oder 2). In der Regel lisst
sich ein solcher “Typ” (wie die “Phase” bei M/Eg/1) nicht real beobachten.

Als Zustandsraum kann man wiederum die Menge E in (3.1.6) wihlen, wobei “0” bedeutet,
dass kein Kunde im System ist und (n,7), dass n Kunden im System sind und der Kunde, der
gerade bedient wird, vom Typ i € {1, 2} ist. Die Q-Matrix ist aus dem folgenden Graph ablesbar,
wobei q1,q2 = 1 — qq, sowie r; und ro die Parameter der Ho-Verteilung seien.

Bemerkung 3.1.5. Mit &hnlichen Methoden (nur etwas komplizierter) kann man solche War-
teschlangen behandeln, fiir die sowohl die Zwischenankunftszeiten als auch die Bedienungszeiten
jeweils (endliche) Mischungen von Erlangverteilungen (mit verschiedenen Parametern) sind. Da-
bei kann die Zahl der Bediener auch grofler als 1 sein und eine Kapazitdtsbeschrankung vorliegen.
In einem bestimmten Sinn 148t sich damit jede G/G/c/K und G/G/c-Warteschlange approxi-
mieren. Der Zustandsraum ist fiir die MKSZ so zu wéhlen, da er fiir jeden der ¢ Bediener und
fiir die Zwischenankunftszeit die volle Information iiber den “Typ” (d.h. die Komponente der
Mischung) und die Phase enthilt.

3.2 Definitionen und erste Ergebnisse

Nun zuriick zur Theorie. Gegeben sei als Zustandsraum eine abzéhlbare (nichtleere) Menge E.
Gelegentlich will man die Mdglichkeit einer Explosion in endlicher Zeit nicht a priori ausschlieflen.
Im Falle einer Explosion gibt es vielfialtige Moglichkeiten, den Prozess als MKSZ weiterlaufen
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Aq, A A

Abbildung 3.1.2: M/Hs/1-Warteschlange

zu lassen, z. B. durch unmittelbares Springen in einen bestimmten Zustand mit “Neustart” der
Kette. Oft will man aber auch den Fall betrachten, dass der Prozess im Zustand der Explosion
verharrt. Dies erreicht man dadurch, dass man einen zusétzlichen Zustand 0 (Grab, Sarg) zu
E hinzufiigt und vereinbart, dass sich der Prozess nach der Explosion fiir immer in 0 befindet.
Dies hat zur Folge, dass >, Pi(X () = j) kleiner als 1 sein kann.

Wir werden nun #hnlich wie im Fall von MKDZ vorgehen und das Analogon der Ubergangs-
matrix P definieren. Wahrend im diskreten Fall durch eine Startverteilung a und die stochasti-
sche Matrix P die Verteilung der MKDZ zu a und P festgelegt ist, ist nicht klar, ob dies im
stetigen Fall mit a und der Matrix P(1) := (P;(X (1) = j))i jer auch so ist, denn aus P(1) kann
man zwar P(n) fiir n € N durch P(n) = P(1)" berechnen, aber wie berechnet man z. B. P(1/2)
aus P(1)? Um diese Probleme zu umgehen, definieren wir, was eine (sub-)markovsche Halbgruppe
(P(t))¢>0 ist. Wir sehen dann in Satz 3.2.4, dass zu einer Startverteilung und einer submarkov-
schen Halbgruppe eine (beziiglich Verteilung eindeutige) MKSZ existiert. In Satz 3.2.7 zeigen
wir die schon in (3.1.3) behauptete Existenz der Grenzwerte ¢;; = limg o ¢! P;;(¢). Danach folgen
Aussagen (zum Teil ohne Beweis), die zeigen, dass die vorher beschriebene Simulation wirklich
die zu a und (P(t))s>0 gehorige MKSZ simuliert. Wie im zeitdiskreten Fall werden wir uns dann
mit der Existenz und Berechnung der Grenzwerte von P;;(t) fiir ¢ — oo beschéftigen.

Definition 3.2.1. Sei E eine abzéhlbare, nichtleere Menge. Eine Familie (P(t))¢>0 von Matrizen
(Pi;(t))ijeE heift submarkovsche Halbgruppe auf E, wenn fiir alle ¢, j € E und alle ¢,s > 0 gilt:

(i) Pi;(t) =0,
(ii) EkeE sz(t) < 17
(iii) Pij(t+s) = > pep Pix(t)Prj(s) (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)

Die Familie (P(t));>0 heilt markovsch, wenn zusétzlich in (ii) das Gleichheitszeichen fiir alle
i € E gilt, und sie heifit standard, wenn zusétzlich zu (i) - (iii) gilt:
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(iV) hmth Pij(t) = 51'3'(:2 PZ](O)) fiir alle 7,7 € E.

Definition 3.2.2. Sei (P(t)):>0 eine submarkovsche Halbgruppe auf E. Weiter sei 0 ¢ F und a
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf £ U {0}. Dann heifit ein E' U {0}-wertiger stochastischer
Prozess (X (t))¢>0 eine Markovkette in stetiger Zeit (MKSZ) zu a und (P(t))t>0, wenn fiir alle
neN undalle 0 <t <ty <---<t, <tund alle iy,...,i,,7 € F gelten:

(i) P(X(t) =i | X(t1) =i1,..., X (tn) =in) = Pi,i(t — tn), sofern die linke Seite definiert ist,
(ii) P(X(0) =1i) = q; fiir alle i € EU {9},
(iii) P(X(t) =0 | X(t1) =i1,..., X(tn—1) = in-1, X (tn) = 0) = 1.

Proposition 3.2.3. FEine submarkovsche Halbgruppe auf E laft sich zu einer markovschen auf
E U {0} fortsetzen durch die Definition

1 lisi=0 undt>0
Pip(t) = falls i =0 und t >0, (3.2.1)
1=> epbij(t) fallsi€ E undt>0.
In diesem Fall gilt die Bedingung (i) aus Definition 3.2.2 automatisch auch fiir iy, ..., i, €

E U {0} (Ubungsaufgabe). Die Fortsetzung ist die einzig mogliche genau dann, wenn die Halb-
gruppe nicht markovsch auf E ist (Ubungsaufgabe).

Satz 3.2.4. Sei a eine Startverteilung auf E U {0}, und sei (P(t))t>0 submarkovsch. Dann
ezistiert eine MKSZ X = (X (t))i>0 zu a und (P(t))t>0 im Sinne von Definition 3.2.1. Fir diese
MKSZ gilt fiir alle n € Ny, alle 0 =ty <ty <--- <t, und alle ig,...,1, € E:

P(X (to) =i, X (t1) = i1, ..., X (tn) = in) = @igPigi, (t1 — t0) -+ Pr_yin (tn — tn—1).  (3.2.2)
Insbesondere ist die Verteilung von X eindeutig durch a und (P(t))i>o bestimmdt.

Beweis. Dies folgt wie im Fall von MKDZ mit Hilfe des Satzes von Kolmogorov 1.4.3. Wir
verzichten auf eine genauere Begriindung. ]

Bemerkung 3.2.5. Wie im Fall einer MKDZ kann man (3.2.2) auch als Definition einer MKSZ
zu a und (P(t))¢=o wihlen.

Die bisherigen Aussagen lassen vermuten, dass sich MKSZ im wesentlichen wie MKDZ
behandeln lassen. Dies ist insofern richtig, als zum Beispiel X (0), X (s), X (2s), X(3s), ... fir
festes s > 0 eine MKDZ zu a und der Matrix P(s) ist, wenn (X (t))¢>0 eine MKSZ zu a und
(P(t))t>0 ist. Deutliche Unterschiede gibt es immer dort, wo man {iberabzéhlbar viele Zeitindizes
gleichzeitig betrachtet, z. B. bei supyco1) X(s), wenn E = N ist. Wir werden spéter darauf
zuriickkommen.

Ein weiterer Unterschied besteht offenbar darin, dass wir das einfache Objekt P im diskre-
ten Fall durch ein kompliziertes — nédmlich (P(t))¢~0 — ersetzen miissen. Wihrend man P sofort
ansieht, ob es eine Ubergangsmatrix ist, ist dies fiir (sub-)markovsche Halbgruppen viel schwie-
riger. In den Beispielen sahen wir bereits, dass die Beschreibung von MKSZ durch die QQ-Matrix
viel giinstiger ist. ) beschreibt das Verhalten von Pj;(t) fiir infinitesimal kleine ¢ > 0. Da man
die komplette Halbgruppe aus der Kenntnis von (P;;(t))o<i<y, fiir alle i, j € E und festes ty > 0
rekonstruieren kann, ist es plausibel, dass dies auch aus der Kenntnis von limy t7LP;(t) = qij
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moglich ist. Inwieweit dies stimmt, werden wir spéter sehen. Zunéchst beweisen wir die Existenz
der Grenzwerte ¢;;. Dazu — und im folgenden fast immer — setzen wir voraus, dass (P(t))¢>0
standard ist. Dies gilt nicht automatisch, aber in Anwendungsbeispielen praktisch immer. Wer
an Aussagen iiber den Nichtstandardfall interessiert ist, dem sei das Buch von Chung ([Ch67])
empfohlen. Dort kann man auch solche Beweise nachlesen, die wir nicht bringen.

Die Voraussetzung “standard” (die iibrigens bereits folgt, wenn man die Bedingung (iv) in
Definition 3.2.1 nur fiir alle i = j € FE fordert) besagt, dass man nach einer kurzen Zeit mit
groBer Wahrscheinlichkeit im Startzustand liegt (sie besagt nicht, dass man innerhalb kurzer
Zeiten den Startzustand nicht verldsst). Wir zeigen zunéchst, dass im Standardfall P;;(t) als
Funktion von t gleichméBig stetig (fiir feste 4,5 € E) ist. Ohne die Voraussetzung “standard”
braucht ¢ — P;;(t) nicht einmal messbar zu sein (siehe [Ch67]).

Es ist klar, dass (P(t))s>0 standard auf E ist genau dann, wenn die in Proposition 3.2.3
definierte Fortsetzung auf F U {0} standard ist.

Lemma 3.2.6. Sei (P(t)):>0 standard. Dann gilt firi € E

%ﬂ)ligpz ‘Pw (t+h)— ‘ =0. (3.2.3)

Insbesondere ist fir i,j € E die Abbildung t — Pj;(t) gleichmdifig stetig auf [0, 00).

Beweis. Sei h > 0. Wir schitzen ab:

> Pt + h) — Py( !—Z‘ZPm ) Prj(t _5ikpkj(t)’

JEE JEE keE
< |Piw(h) = S| Prj(t) = > |Pi(h) — 63 D Pij ()
jEEkEE keE jEE
< |Pw(h) = 0l =1 - Pa(h) + Y P(h) <201 — Pa(h)).
kEE ke E\{i}
(3.2.4)
Nun folgt die Aussage, da der Term am Ende der Ungleichungskette nicht von ¢ abhéingt und
fir A | 0 gegen Null konvergiert. O
Satz 3.2.7. Sei (P(t))t>0 standard. Dann existiert fir alle i,j € E der Grenzwert
Pij(h) — 6
qij = 1}1{8 . . (3.2.5)

Im Fall @ # j gilt 0 < g;5 < 00, tm Fall i = j gilt 0 > q;; > —o0. Ferner gilt fir alle i € E:

Z %ij < —Qii = ¢ (3.2.6)
JEE: j#i
Beweis.? (Siehe z. B. [KT81] oder [GST75]).
1. Teil: i = j. Definiere

/
q¢; :=sup
S0 h

2Der Beweis wird bei Priifungen nicht abgefragt.
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Wir werden zeigen, dass ¢} = —g;; = limp, o h~ (1 — P;;(h)) gilt. Seien ¢ < ¢} und 0 < tg < oo so
gewihlt, dass
to

und seien 0 < 7 < tg und n € N so gewéhlt, dass

t t
€ {—0 ,—0).
n+1' n

Dann gilt
c< %(1 — Pii(to)) < %(1 — (Pa(r))"Py(to — m'))
< 1—(Pn'(7))"+ 1 — Pi(tg —n7) - n(1 — Py(t)) . 1- P, (0_7717')’

- to to - nrt to

wobei wir beim zweiten Ungleichheitszeichen die Chapman-Kolmogorov-Gleichung, beim dritten
die allgemeine Ungleichung (1 — ab) < 2 —a — b, falls a,b € [0,1] mit a = (P;(7))" und
b = Py;(to—n7) und beim vierten die Beziehung (1—a") = (1—a)(1+a+a’+---+a""1) < n(1—a)
fiir a = Pj;(7) verwendet haben.

Bei festem tg lassen wir nun 7 gegen Null und damit n — oo gehen, und somit konvergiert
der letzte Summand wegen der “standard” Eigenschaft gegen Null. Es folgt

1- P,
¢ < liminf & <dq.
710 T
Da ¢ < ¢, beliebig war, haben wir sogar
1 — Py(7)
{ — l 2
q; 7%?01 - )

wie behauptet.
2. Teil: i # j. Sei X = (X (t))t>0 eine MKSZ mit submarkovscher (standard) Halbgruppe
(P(t))t>0 und Start in ¢. Definiere fiir i,j € E, n € Nund h >0
jPi(in)(h) = ]P’(th =i, Xpp#£jfiraller=1,...,n— 1)
FE(h) = P(Xpn =, Xen #j fivaller =1,...,n— 1),

Sei € € (0,1/3) vorgegeben. Da (P(t))¢>0 standard ist, existiert ein ¢y = to(e) > 0, so dass fiir
alle t € [0, o] gilt: 1 — Pj(t) <e, 1 — Pjj(t) < ¢ und P;;(t) < e. Seien n € N und h > 0 gegeben
mit nh < g, und sei u € [nh,ty]. Dann haben wir

3

e > Pj(u) > wa Pjj(u—rh) > (1—¢) Zf ), also gilt Zfi(;)(h) < 1
r=1 r=1

— 8.
3.2.7)

—

Auflerdem haben wir

Palrh) = PO+ S 1O WP k). r=1...m  (328)
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Also folgt mit (3.2.7):

r—1
Py > p. _ Mmoys1_._ _E >1—35
iPi (h) = Pi(rh) mz_lf” (W21 > o (3.2.9)
Daher haben wir
n—1
Py(u) =S jPC (h)Py(h)Pyj(u — (r + 1)h) > n(1 — 3¢) Py (h), (3.2.10)
r=0

wobei wir jPi(iO)(h) = 1 setzten und bei der letzten Ungleichung (3.2.9) verwendeten.

Fiir festes u € (0,%p] wéhle nun A > 0 und n € N mit n > 2, so dass u € [nh, (n + 1)h].
Dann folgt n > (v — h)/h und aus (3.2.10):

]:if(l;f > (1—3g)PijT(h). (3.2.11)

Wir lassen fiir festes u > 0 beidseitig h | 0 gehen und erhalten

L Py Py(h)
— > —_—, 3.2.12
1—3e U B lIilllSOU.p h ( )
Nun geht u | 0:
o P(u) Bij(h)
1 f2 2> LAY 2.1
g i T 2 e = (32.1)
Mit € | 0 folgt, dass ¢;; = limp,|o P;;(h)/h existiert und endlich ist.
3. Teil:
Sei M C FE endlich. Dann gilt
1 — Pii(h) Pyj(h) Pij(h)
_ > > . 2.
sy B v 0 210
jeB\{i} jeM\{i}

Die linke Seite geht fiir A | 0 gegen q; = —q4;, die rechte gegen ZjeM\{i} gij- Da M beliebig war,
folgt —gii > ZjeE\{i} qij- O]

Bemerkung 3.2.8. Der Fall —gi; > ;¢\ ;) ¢i; kann wirklich auftreten (siehe [Ch67, S. 275
f]). Das am Anfang présentierte Simulationsverfahren funktioniert in diesem Fall nicht, da man
in einem solchen Fall mit positiver Wahrscheinlichkeit unendlich viele Spriinge in endlicher Zeit
vollfithrt. Auch der Fall —g;; = oo ist moglich ([Ch67, S. 278ff]). Dies widerspricht nicht der
Standardeigenschaft von (P(t)):>0, obwohl — wie wir gleich sehen werden — in diesem Fall der
Zustand i sofort verlassen wird. Bei praktischen Anwendungen sind solche eher pathologischen
Félle allerdings von geringer Bedeutung.

Wir wollen nun im Standardfall fiir i € E die Verteilung des Zeitpunkts des ersten Sprunges,
7 =1inf{s > 0: X(s) # X(0)} (3.2.15)

bei Start in ¢ bestimmen. Wie zu Beginn des Kapitels vereinbart, bezeichet P; die Wahrschein-
lichkeit bei Start in 4.
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Wir hatten uns anschaulich bereits iiberlegt, dass bei Start in ¢ die Zeit 7 Exp(g;)-verteilt
sein miisste. Dies ist allerdings ohne weitere Voraussetzungen nicht richtig. Man braucht eine
Bedingung an die Trajektorien, die sichert, dass diese (auf Lebesguenullmengen) nicht zu wild
aussehen. Die Tatsache, dass (P(t)):>0 standard ist, garantiert dies nicht! Allerdings kann man
im Standardfall eine £ U {0}-wertige MKSZ X = (X (¢)¢>0 so definieren, dass sie separabel im
folgenden Sinn ist: Fiir jede abzéhlbare dichte Menge M C [0,00) existiert ein N € F mit
P(N) = 0, so dass fiir alle w ¢ N, ¢ > 0 und ¢ > 0 die Zahl X (¢,w) im Abschluss der Menge
{X(s,w): s €[t—e,t+e]N M} liegt, wobei wir eine Teilmenge von E U {0} als abgeschlossen
bezeichnen, wenn sie endlich ist oder 0 enthélt (siche [Ch67], S. 143 f. und S. 145 unten).

Proposition 3.2.9. Sei (P(t))i>0 standard und X eine zugehirige separable MKSZ. Dann gilt
fiir die in (3.2.15) definierte Zeit T

Pi(r>t)=e %"  fiir allet >0, (3.2.16)

(wobei wir die Konvention oo -0 = 0 benutzten).

Beweis. Fiir t = 0 ist die Behauptung klar. Sei ¢ > 0 und zunéchst ¢; < oco. Dann gilt

Pi(r > t) =P;(X(s) = fiir alle s € [0,1))
=P;(X(k27"t) =i fiir alle n € N und alle k =0,...,2" — 1)
= lim P;(X(k27"t) =i fir alle k = 0,...,2" — 1) (3.2.17)
— lim (Py(t27)> 7' = lim (1 — 127" + o(127™))*" = 74,
wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen die Separabilitéit, beim dritten die Stetigkeit von P

und beim vierten die Markoveigenschaft benutzt haben. Der Fall ¢; = oo ergibt sich leicht mit
Hilfe eines Grenziibergangs. ]

Wir wiirden nun gerne — um das Simulationsverfahren zu rechtfertigen — zeigen, dass bei
Start in ¢ die Zufallsgréfen 7 und X (7) unabhéngig sind und P(X (1) = j) = ¢;j/¢; gilt, sofern
¢; > 0. Unter der Voraussetzung “standard” ist dies selbst fiir separable MKSZ nicht unbedingt
richtig. Bevor wir zeigen, in welchem Sinne und unter welchen Voraussetzungen die Aussage
richtig ist, definieren wir, was eine konservative ()-Matrix ist.

Definition 3.2.10. Eine Abbildung @Q: F x E — R heifit eine konservative Q-Matriz, wenn
gelten

(i) ¢ij > 0 fiir alle ¢,j € E mit ¢ # j,

(11) qi ‘= —qis = z]EE\{l} qij < oo fiir alle 7 € E.

Bemerkung 3.2.11. Nicht jede Matrix Q = (gij)i jer, die sich aus einer Standardhalbgruppe
(P(t))i>0 wie in Satz 3.2.7 ergibt, ist konservativ. Andererseits ist Konservativitit eine notwen-
dige Voraussetzung dafiir, dass das beschriebene Simulationsverfahren funktioniert. Wir werden
spédter sehen, dass es zu jeder konservativen (Q-Matrix mindestens eine Standardhalbgruppe
(P(t))i>0 gibt mit der Eigenschaft, dass g;; gleich den Grenzwerten in Satz 3.2.7 ist.

Satz 3.2.12. Sei (P(t))i>0 standard und (X (t))t>0 eine zugehorige separable MKSZ mit Start
ini € E. Seien j € E\{i}, ¢; € (0,00), ¢; < 00 und T wie in (3.2.15). Dann gilt fir alle v > 0:

P;(7 > u, und es existiert s = s(w) > 0: X(t) = j fir allet € (1,7 + 5]) = e—audi (3.2.18)
qi
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Ist Q konservativ, so existiert limy|o X (7 + h) = J(w) fast sicher, ist unabhdingig von T und hat
die Verteilung P;(J = j) = qij/q, j € E\ {i}.

Beweis. Wir definieren die Ereignisse

B, = {wir>u,X(t)=jfirallete (r,7+7)}, v >0, (3.2.19)
B = {w: 7 >u, esexistiert s = s(w) > 0: X(t) = j fiir alle t € (7,7 + 5] }. (3.2.20)

Dann gilt B, T B fiir v | 0.
Wir werden zeigen, dass
Py(B,) = e9u 24 o0y (3.2.21)
qi
gilt, woraus dann aufgrund der Stetigkeit von IP; folgt, dass P;(B) = e~ %"¢;;/q; gilt (beachte,
dass ¢; < 00).
Fixiere u > 0. Sei fiir n € Nym € Nund v :=27"

By = {w: es existiert s > u, so dass X (k27") = fiir alle k27" < s

a , A (3.2.22)
und X (k27") =j fiir alle s < k27" < s+ v}.

Dann existiert eine Menge B’ mit By | B’ fiir n — oo, und wegen der Separabilitdt von X
gilt P;(B) = P;(B,). Also genugt es zu Zelgen dass limy, oo Pi(Bry) =€ q““;” e~ 47 gilt. Fiir
n>m folgt:

e —n\k _n _n n—m__
Pi(Busy) = . (Pa(2™™)" Py2™) (Py2)* "
k= [u2" (3.2.23)
—n 2R —nn lu2n 1
= P;(27") P (27> TP (2 e Jm7

wobei |z] die groite ganze Zahl echt kleiner als x sei (wegen P;;(2~™) < 1 fiir n hinreichend grof§
konvergiert die Reihe). Die vier Faktoren sind fiir n — oo in obiger Reihenfolge asymptotisch

gleich
1

qi2™"

@27", eV, e i,
Also ist die erste Behauptung, (3.2.21), bewiesen.

Ist @ konservativ, dann folgt die Existenz des Grenzwerts J(w) und die Formel fiir die Vertei-
lung, indem man in (3.2.18) u = 0 setzt und iiber alle j € E'\ {¢} summiert. Die Unabhéngigkeit
ist klar, da
4ij
qi
nicht von u abhingt. 0

Pi(J=j|7>u)=

3.3 Vorwirts- und Riickwirtsgleichungen

Mit Satz 3.2.12 ist das Simulationsverfahren leider immer noch nicht vollstdndig gerechtfertigt,
auch nicht im konservativen Fall. Dazu miiffite man wissen, dass z. B. auch der zweite Sprung
gegeben den zweiten Zustand unabhingig von der Zeit ist, die man im ersten und zweiten
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Zustand verbracht hat. Diese Tatsache ist richtig und 1483t sich entweder durch eine Erweiterung
von Satz 3.2.12 zeigen (indem man die gemeinsame Verteilung der ersten k Spriinge und der
Sprungzeiten berechnet, was moglich, aber mithsam ist) oder aus der starken Markoveigenschaft,
die wir aber weder formulieren noch beweisen wollen (siehe z.B. [Ch67]). Wir betonen, dass
die (dhnlich wie im diskreten Fall definierte) starke Markoveigenschaft ohne Separabilitidt im
allgemeinen nicht gilt und selbst im separablen Fall nicht gelten muss; z. B. dann nicht, wenn
man als Stoppzeit 7 = inf{s > 0: X(s) = 0} wihlt und ein Riicksprung nach E méglich ist. Die
Riicksprungverteilung kann némlich explizit von dem Verhalten von X kurz vor 7 abhéngen, ohne
dass dies die Markoveigenschaft zerstort! Die starke Markoveigenschaft kann dadurch zerstort
werden, dass die “Kompaktifizierung” E U {J} von E zu grob ist. Die Theorie der Ray-Knight-
Kompaktifizierung zeigt, wie man, abhéngig von der Standardhalbgruppe (P(t)):>0, die Menge
E so kompaktifiziert, dass eine MKSZ X mit Werten in der Kompaktifizierung existiert mit den
geforderten endlich-dimensionalen Verteilungen (zu (P(t))+>0), rechtsstetige Pfade hat und die
starke Markoveigenschaft erfiillt. Der interessierte Leser sei auf [Wi79] verwiesen.

Als néchstes stellen wir uns die Frage, ob und gegebenenfalls wie man aus einer konservativen
@-Matrix die Standardhalbgruppe (P(t))¢>0 berechnen kann.

Satz 3.3.1 (Riickwértsgleichung). Sei (P(t))i>0 standard mit konservativer Q-Matriz Q). Dann
ist t — Py (t) auf [0,00) stetig differenzierbar fir alle i,j € E, und es gelten

P'(t)=QP(t), t>0, und  P(0) =1, (3.3.1)
wobei I die Identitit auf E ist (d. h. I;; = §;;) und die Ableitung komponentenweise zu verstehen
15t.

Beweis. Fiir A > 0 und s > 0 gilt:

Pij(h+s) — Pj(s) _
: _

Pa(h)Piy(s) = Py(s)|
ek

k
(Pii(h) — 1) Pij(s) + Z Py, (h) Pyj(s) |

keE\{i}

(3.3.2)

S >

|

Falls die eventuell unendliche Summe mit dem Grenzwert h | 0 vertauscht werden darf, so
erhalten wir aus (3.3.2) leicht:

. Pi(h+s)— P(s
it o Z ul) = @iPi(s)+ Y awPui(s) =Y anPiy(s) (3.3.3)
keB\{i} kel

Wir rechtfertigen nun die Vertauschung. Seien ¢ > 0 und J C F mit ¢ € J und |J| < oo, so dass
> kep\s %k < €/2 (hier benutzen wir, dass @ konservativ ist). Dann gilt

= (P w)no)<] & Y w
S

keE\J
1-— Pn'(h) Py(h)| | €
[t s Path) e 55
h keJ\{i} h 2
M} —qi; — Z qik + Z ik + <g,

keJ\{i} keE\J
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wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen die Konservativitit von () benutzten.
Damit ist die Konvergenz in (3.3.3) gerechtfertigt, und es folgt

P'(s) = QP(s), (3.3.5)

wobei allerdings der Strich zunéchst nur als rechtsseitige Ableitung zu verstehen ist, da h > 0
war.

Aus Lemma 3.2.6 wissen wir, dass Pj;(-) gleichmaBig stetig ist. Wegen der Konservativitét
von () und Beschrénktheit der P;;(-) durch 1 konvergiert >, - &> ik Pr;(s) gleichméBig fiir alle s €
[0,00). Da gleichméBige Grenzwerte stetiger Funktionen stetig sind, folgt, dass PI’J() stetig ist.
Nun gilt aber allgemein, dass eine stetige Funktion mit existierender und stetiger rechtsseitiger
Ableitung sogar stetig differenzierbar ist (da dies nicht ganz so trivial ist, wie man meinen
konnte, zeigen wir dies in Lemma 3.3.2). Da P(0) = I im Standardfall immer gilt, folgt die
Behauptung. O

Lemma 3.3.2. Sei f: [0,t9] — R stetig und auf [0,t9) rechtsseitig differenzierbar mit stetiger
Ableitung ft. Dann ist f auf (0,tg) stetig differenzierbar mit Ableitung f+.

Beweis (nach M. Schil). Setze F(t) := f(0) + fo fT(s)ds fiir t € [0,t]. Da nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung F stetig d1fferenz1erbar mit Ableitung f ist,
geniigt es zu zeigen, dass F' = f ist.

Sei ¢(t) := F(t)— f(t) fiir t € [0, t]. Dann ist  stetig, ©(0) = 0 und @™ (t) = 0 fiir t € [0, to).
Zu zeigen ist ¢ = 0. Wire dem nicht so, dann gélte maxe(g4,) ©(t) > 0 oder min,e(g 4] (1) <
Es geniigt, den ersten Fall zu betrachten. Wegen der Stetigkeit von ¢ existiert ein t* € (0 ,to]
mit @(t*) = maxejo 4] P(t). Sei v(s) := p(s) — F(t*) fiir s € [0,£*]. Dann gelten

e(t)
t*

O

v (s) =~

Sei s* € [0,t") so gewéhlt, dass y(s*) = minse(g 4+ 7(s). Dann folgt

<0 fiir s €[0,t") und ©(0) =0 = p(t%). (3.3.6)

ey = qipg TR = (7)o
v (sY) = 1}551 W >0 (3.3.7)

im Widerspruch zu (3.3.6). O

Satz 3.3.3 (Vorwértsgleichung). Sei (P(t))t>0 standard mit konservativer Q-Matriz Q). Weiter
sed

c:=supg < 0. (3.3.8)
1€ER
Dann gelten
P'(t)=P(t)Q, t=>0, und  P(0)=1. (3.3.9)

Beweis. Sei h > 0. Es gilt

Pyi(h) — 6k 1— Per(h
h h
letzteres wurde im 1. Teil des Beweises von Satz 3.2.7 gezeigt. Somit gilt
i t+h P — ki hlo
Byl =Y P M S p g ()

keE keE
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denn wegen der Voraussetzung 3.3.8 gilt fiir endliches J C E'mit j € Jund 3. p\ ; Pir(t) < £/c:

>

Py;(h) — 8, e
Pir(t) (W - ij)‘ Seo=e (3.3.12)
kEE\J

Nach Satz 3.3.1 wissen wir, dass P;;(-) stetig differenzierbar ist, also folgt die Behauptung. [

Beispiel 3.3.4. Sei @@ die (konservative) @-Matrix des Poissonprozesses. Bislang wissen wir
noch nicht, ob die zum Poissonprozess gehorige Halbgruppe wirklich standard ist, dennoch ver-
suchen wir, die Riickwérts- und Vorwértsgleichung zu @ zu 16sen. Die Riickwirtsgleichung lautet
ausgeschrieben:

Pi(t) = Y quwPij(t) = APip1(t) — APy(t), t>0,i,j € Ny, (3.3.13)
keE
P (0) = (SZ']', 1,7 € Np. (3.3.14)

Wir werden spéter sehen, dass dieses System eine eindeutige Losung hat, aber man sieht bereits
jetzt, dass sich hier die Riickwértsgleichung nicht besonders zur Berechnung von P(t) eignet
(zur Berechnung von Py;(t) muss man bereits P;;(t) kennen usw.). Die Vorwértsgleichung lautet
ausgeschrieben:

AP; j_1(t) — AP;;(t) falls j > 1,
PLH = 3 Palt)a = { o mAR ) = (33,15
ten —APy (1), alls 7 =0,
Pl(O) = (SZ']', 1,7 € Ng. (3.3.16)
Hier kann man fiir festes ¢ € Ny das System rekursiv fiir j = 0,1,2,... lésen. Fiir j = 0 erhélt
man:
0 falls 7 > 1
Py(t) = - 3.3.17
io(t) {e_)‘t, falls i = 0. ( )
Dies setzt man in die Gleichung fiir j = 1 ein. Mit dieser Methode zeigt man leicht, dass
0 falls i > j,
Pi(t) = i 3.3.18
i(l) {e_)‘t (()ﬁﬂi)! , fallsi <j ( )

gilt. Die Anzahl der Spriinge des Poissonprozesses in einem Zeitintervall der Lénge ¢ ist also
Poisson-verteilt mit Parameter At. Man kann nun explizit nachrechnen, dass diese (einzige)
Losung der Vorwéartsgleichung wirklich eine markovsche Standardhalbgruppe ist. Dies wird sich
allerdings gleich als unnétig herausstellen (siehe Satz 3.3.6).

Bislang wissen wir nicht, ob zu einer (konservativen) ()-Matrix immer eine Standardhalb-
gruppe gehort und wann diese eindeutig ist. Die Existenz wird im folgenden Satz sichergestellt.
Dabei konnen wir die Konservativitit von () etwas abschwéchen.

Definition 3.3.5. Q: E x E — R heifit schwach konservativ, wenn gelten:
(i) gi; >0 fiir alle 4, j € E mit i # j,

(ii) gi; > —oo fiir alle i € E,
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(111) ZjEE qij < 0 fiir alle 7 € E.
Wieder definieren wir ¢; := —q;; fiir alle ¢ € E.

Unser Ziel besteht darin, zu einer gegebenen schwach konservativen Matrix @ eine Stan-
dardhalbgruppe (P(t));>0 zu finden, die die Vorwirts- und Riickwirtsgleichung 16st, fiir die
also insbesondere (Riickwirtsgleichung fiir ¢ = 0) ﬁ/(O) = @ ist, d.h. @ ist die Q-Matrix von
(P(t))¢>0. Wir wissen dann insbesondere, dass, wenn @) schwach konservativ ist und die VWG
(oder RWG) eine eindeutige Losung hat, diese automatisch eine Standardhalbgruppe sein muss
(vgl. Bemerkung am Ende von Beispiel 3.3.4).

Satz 3.3.6. Sei Q eine schwach konservative Matrixz. Dann existiert eine Standardhalbgruppe

(P(t))t>0, die die VWG und RWG lést und fir die gilt
Pij(t) < Zij(t),  t>0,i,j€E, (3.3.19)

fir jede Standardhalbgruppe (Z(t))e>0 mit Q-Matriz Q. Diese Standardhalbgruppe (P(t))i>0 heifst
Minimallésung.

Beweisansatz. Wir zeigen nur die Konstruktion der Standardhalbgruppe (P(t))¢>0 (die uns
beim Beweis von Satz 3.4.4 niitzlich sein wird), ohne aber zu beweisen, dass sie wirklich die
geforderten Eigenschaften hat. Fiir den vollstéindigen Beweis siehe [Ch67, S. 251 ff].

Definiere fiir i, € E, t > 0

Pg(t) = 51-]-6_6“'5 (3.3.20)
und fiir n € Ny induktiv
t
P = 3 /0 P (s)qrge ) ds. (3.3.21)
keE\{j}

Induktiv zeigt man, dass P/i(-) stetig differenzierbar ist und

N
HY(t):=) Pt <1 (3.3.22)
n=0
ist. SchlieBlich definiert man fiir ¢ > 0
Pii(t) == zlvi%?o HY(t) (3.3.23)

(der Grenzwert existiert und ist < 1). Es bleibt zu zeigen, dass (P(t));>0 standard ist und die
VWG und RWG 16st, sowie die Minimalitétseigenschaft. Der Beweis der Giiltigkeit der VWG
ist mit der obigen Rekursion relativ leicht, fiir den Nachweis der RWG zeigt man zunéchst, dass
die oben definierten P/ auch der Rekursion

t

geniigen. Die letzte Gleichung l&8t sich anschaulich wie folgt interpretieren: Py (t) ist die Wahr-

scheinlichkeit, bei Start in i mit genau n Spriingen zur Zeit ¢ in j zu landen. P;;(¢) ist dann die
Wahrscheinlichkeit, bei Start in ¢ mit endlich vielen Spriingen zur Zeit ¢ in j zu landen. O
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Bemerkung 3.3.7. Die Minimallosung (P(t));>¢ ist die Halbgruppe derjenigen MKSZ X zu Q,
die nach der ersten Fxplosion — d.h. dem ersten Zeitpunkt zu dem X entweder in den Zustand
0 springt, oder dem Infimum der Zeitpunkte, an denen X unendlich viele Zusténde besucht hat
— fiir immer in 0 bleibt. Jede MKSZ X zu einer anderen Standardlosung Z verhélt sich bis zur
Explosion genauso wie X, springt dann aber von 0 aus auf irgendeine Weise zuriick nach F,
weswegen P;;(t) < Z;;(t) gilt.

Korollar 3.3.8. Sei QQ schwach konservativ. Wenn die Minimallésung (P(t))¢>0 markovsch ist,
dann ist sie die einzige Standardhalbgruppe mit Q-Matriz Q.

Beweis. Sei (Z(t))t>0 auch eine Standardhalbgruppe zu @, dann folgt aus Satz 3.3.6, dass
Z;i;(t) > Pyj(t) fiir alle i, j € E und ¢ > 0, also

1> "Zj(t) =Y Pyt)=1, i€Et>0, (3.3.25)
JEE JEE
also folgt Z;;(t) = P;;(t) fiir alle i,j € E und ¢ > 0. O

Proposition 3.3.9. Sei Q konservativ und ¢ := sup;ep ¢i < 0o. Dann ist die Minimallsung
(P(t))i>0 markovsch.

Beweis. Unsg Ziel besteht darin, 2 zeigen, dass % > jeE ﬁij(t) = 0 fiir alle t > 0 gilt, woraus
wegen » i P3j(0) = 1 folgt, dass (P(t)):>0 markovsch ist.

Sei J C E endlich. Da (P(t));>0 die VWG erfiillt, gilt

%Zﬁij(t) - Zﬁ;j Z Z t)aqr; — Zﬁij(t)q‘j- (3.3.26)

jed jedJ jeJ ke E\{j} jeJ

Nun ist >2:c; > kem i} Pir(-)qrj stetig, denn |J| < oo, und >_keB\{j} Pip(t)qe; = Pij(t) +
P;j(t)g; ist stetig in ¢ nach Satz 3.3.1.
Weiter konvergiert mit J T E

ST Pula "0 D Pal)a =Y. Pa(a, (3.3.27)

j€J keE\{j} JEE ke B\ {5} keE

da @ konservativ ist, und

= monoton -
Zpij(t)%’ — Zpij(t)Qj- (3.3.28)

jeJ JeE
Wir zeigen, dass t — Z]EE P;j(t)q; stetig ist:
()] 22 "o

’Z Pyt +h) — P()q]‘<cZ\PUt+h

JjEE JjEE

(3.3.29)

gleichméBig fiir alle ¢ € [0, 00) nach Lemma 3.2.6. Nun besagt der Satz von Dini, dass, wenn eine
Folge stetiger Funktionen auf einem kompakten Intervall monoton gegen eine stetige Funktion
punktweise konvergiert, die Konvergenz sogar gleichméBig ist (Ubungsaufgabe: man zeige dies!,
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vgl. [He86, S. 578]). Somit konvergiert die rechte Seite von (3.3.26) gleichméBig auf kompakten
Intervallen gegen

> Pat)ar — > Pij(t)g; =0. (3.3.30)

keE jEE

Aus dem aus Analysisvorlesungen bekannten Satz, dass eine Folge stetig differenzierbarer
Funktionen f,: [0,¢0] — R mit f,(0) — a € R, deren Ableitungen gleichmiflig konvergieren,
gleichméBig auf [0, tg] gegen eine Funktion f konvergiert, die stetig differenzierbar ist und deren
Ableitung gleich dem Grenzwert der Ableitungen der f,, ist, folgt

d _
" > Pii(t)=o. (3.3.31)
jeE

O

Bemerkung 3.3.10. Aus den bisherigen Resultaten folgt: Ist () schwach konservativ, und hat
die VWG eine eindeutige Losung (P(t))i>0 und erfiillt diese >, P;;(t) = 1 fiir alle i € E,
dann ist (P(t)):>0 standard und die einzige Standardhalbgruppe mit Q-Matrix Q.

3.4 Langzeitverhalten und invariante Mafle

Wir studieren nun die Existenz von Grenzwerten von P;;(t) fiir ¢ — oo. Interessanterweise ist
dies weniger kompliziert als im diskreten Fall, da das Problem der Periodizitdt bei MKSZ nicht
auftaucht.

Satz 3.4.1. Sei (P(t))i>0 standard. Dann existiert fir alle i,j € E
Tij 1= tli)rgo Pij(t), (3.4.1)

und es gilt

Zﬂj <L (3.4.2)

jEE

Beweis. Setze zunéchst (P(t)):>0 wie in Proposition 3.2.3 zu einer Standard-Markovhalbgruppe
auf F U {0} fort, falls (P(t));>0 nicht markovsch ist. Also kénnen wir oBdA annehmen, dass
(P(t))t>0 standard und markovsch ist. Fiir j € E existiert (da (P(t))s>0 standard ist) ein hg > 0,
so dass Pj;(h) > 0 fiir alle 0 < h < hg. Mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung folgt somit fiir
t > 0, indem man t = nh mit n € N und h < hg setzt:

Py(t) > (Pi;(h))™ > 0. (3.4.3)

Fiir beliebiges A > 0 betrachte nun die MKDZ (X (0), X (h), X(2h),...) mit Ubergangsmatrix
P(h). Diese ist wegen Pj;j(h) > 0 fiir alle j € E aperiodisch, also existiert nach Satz 2.6.18 der
Grenzwert

Fij(h) = lim Bj(nh) (3.4.4)

Sei € > 0 vorgegeben und i,j € E fest. Da P;;(-) nach Lemma 3.2.6 gleichméBig stetig ist,

existiert ein h, so dass |P;;(t + s) — Pi;(t)| < /4 fiir alle ¢ > 0 und alle s < h. Wihle nun
ng = no(h), so dass

|P(nh) — mij(h)| < =

7 n > ng. (3.4.5)
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Dann gilt fiir t,¢' > noh mit kh <t < (k+1)h und mh <t < (m+1)h

|Pij(t) = Pig(t)] < |Pij(t) = Py (kh)| + | Pij(kh) — i (h)]

+ |75 (h) — Py (mh)| + | Py (mh) — Py(t))] < 4= (3.4.6)

1=c
Also existiert lim;_.oo P;j(t), und es ist m;; 1= limy_o0 Pj(t) = limy—oo Pij(nh) = m;5(h). Insbe-
sondere héngt 7;;(h) gar nicht von h ab.
Sei nun J C FE endlich. Dann gilt
> = Zthj& Py;(t) = lim Y Py(t) <1, (3.4.7)

jedJ jedJ jeJ

also folgt > mi; < 1. OJ

jeEE
Wie im diskreten Fall wollen wir die Beziehung zwischen den Grenzwerten 7;; und invari-
anten Maflen ndher studieren.

Definition 3.4.2. Sei (P(t)):>0 submarkovsch und X eine zugehorige MKSZ. Eine Abbildung
m: E — [0,00] heiBit ein invariantes Maf$ fir (P(t))¢>o (oder fiir X), wenn wP(t) = = fiir alle
t>0.

Gilt zusétzlich ), 57 = 1, dann heifit 7 invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs (oder inva-
riante Verteilung) von (P(t))¢>o.

Proposition 3.4.3. Ist (P(t))i>0 standard und i € E, dann ist (7)jcg (wie in Satz 3.4.1
definiert) ein invariantes Mafs.

Beweis. Setze wie in Proposition 3.2.3 (P(t)):>0 zu einer Markovhalbgruppe auf £ U {9d} fort.
Dann gilt fiir s,¢ > 0 und k € EU {0}

> Py(s)Pi(t) = Paslt + 9. (3.4.8)
jeEEU{o}
L&Bt man s — oo gehen, so folgt (mit der iiblichen “Abschneidetechnik”)
Z i P (t) < i (3.4.9)

jEEU{0}

Summiert man {iber alle k € E'U {0}, so folgt > ;cpioy Tij < Ypepufoy Tik» also — da die
Summe endlich ist — die Gleichheit in (3.4.9) fiir alle k € E U {0}. Fiir k € E ist Py (t) = 0 fiir
alle t > 0, also ist (7;;)jer ein invariantes Mas. O

Satz 3.4.4. Sei ) konservativ und die Minimallosung (P(t))t>0 markovsch. Dann ist m: E — R
ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf$ von (P(t))t>0 genau dann, wenn es

(i) 7Q = 0, (ii) 7 >0, i€ E, (iii) Y mi=1 (3.4.10)

S

lost.
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Beweis. (nach [Mi63)):
1. Schritt: Sei 7 ein invariantes Wahrscheinlichkeitsma8, also m; > 0 fiir allei € E, Y, . pm = 1
und 7P(t) = 7 fiir alle ¢ > 0. Dann gilt

w1l = Py(t) = Y mPy(t). (3.4.11)

i€E\{j}
Dividiert man beidseitig durch ¢ > 0 und 1483t £ | 0 gehen, so folgt
00 >mig; > Y migi; >0 (3.4.12)
i€E\{j}

(um das mittlere “>” zu erhalten, summiere man zunfchst iiber endliche Mengen).
Sei J C E endlich. Dann folgt mit der VWG (die ja von der Minimallgsung erfiillt wird)

% > miPy(t) = Zﬂi%f’ij(t) =—q; Y mPyt)+> m Y. Pult)g (3.4.13)

ie ieJ ieJ icd  keB\{j}

Wie im Beweis von Satz 3.3.9 folgt die Stetigkeit der letzten Summe. Die beiden Terme auf
der rechten Seite von (3.4.13) konvergieren mit J T E jeweils monoton gegen —q; Y, mi Py (t) =
—q;jTj bzw.

domio > Pubay = Y, a y_ mPalt)= Y arm,

i€k keE\{j} keE\{j} el keE\{j}

da 7 invariant ist.

Der Grenzwert ist jeweils konstant und endlich nach (3.4.12), insbesondere also stetig. Wie
im Beweis von Satz 3.3.9 folgt mit dem Satz von Dini und dem Satz iiber die Vertauschbarkeit
von Grenzwert und Ableitung

d

d
er keE\{j} keE

Also gilt (i) (die Aussagen (ii) und (iii) sind ohnehin klar).
2. Schritt:

7 erfiille (i), (ii) und (iii). Definiere PJ;(¢) und HZJJV(t) fir n, N € Ng,und 4,j € Eund t > 0
wie im Beweis von Satz 3.3.6. Wir zeigen per Induktion nach N € Ny, dass gilt:

> mHY () <m;  firallej€ E,t>0. (3.4.15)
i€E

Fir N =0 gilt
Zﬂ'zﬂg(t) = Zﬂ'i(;ije_qﬂ == 7Tj6_qjt S . (3416)

i€l i€l
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Gelte also (3.4.15) fiir ein N € Ny. Dann folgt

Z?TZHN+1 = mje —ait 4 Z /Zm s)qrje —a;(t=3) qg

el keE\{j} i€E
< mje Ut + Z / Trqkje —4(t=5) 45 (3.4.17)
keE\{j}

t—s
= mje” Wt +7qu]/0 el )dS—T('],

wobei in ‘<” die Induktionsvoraussetzung einging und beim vorletzten Gleichheitszeichen die
Eigenschaft (i).
Da Py;(t) = Py;(t) = limytoo HY ; (), folgt aus (3.4.15)

> miPy(t) < firalle j € E,t > 0. (3.4.18)
i€E
Summiert man iiber alle j € E, so sieht man, dass in (3.4.18) in Wirklichkeit Gleichheit gilt,
d. h. 7 ist ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf3. ]

Bemerkung 3.4.5. Satz 3.4.4 zeigt, dass man unter den angegebenen Voraussetzungen alle
invarianten Wahrscheinlichkeitsmafie durch Lésen von 7@ = 0 mit den Nebenbedingungen (ii),
(iii) in 3.4.10 erhé&lt. Dies ist fiir die Berechnung von 7 sehr bedeutsam, da die Matrizen P(t) fur
t > 0 im Gegensatz zu ) meist nicht explizit gegeben sind. Man beachte aber die Voraussetzun-
gen von Satz 3.4.4! Miller gibt in der zitierten Arbeit ein Beispiel, bei dem fiir ein konservatives
@ (i) - (iil) eine eindeutige Losung hat, ohne dass 7 ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist
(die Minimallgsung ist in seinem Beispiel nicht markovsch).

Definition 3.4.6 (Irreduzibilitét). Eine Standardhalbgruppe (P(t)):>0 mit schwach konserva-
tiver Q-Matrix Q (oder Q selbst) heifit irreduzibel, Wenn fiir alle 7,7 € F mit ¢ # j ein n € Ny
und i = ig,41,...,%, = j aus E existieren mit Hm 0 Qimsimsr > 0.

Korollar 3.4.7. Sei QQ konservativ und irreduzibel und die Minimallésung markovsch. Wenn
(3.4.10) in Satz 3.4.4 eine Losung 7 hat, dann ist diese eindeutig, und es gilt lim;_.oc Pi;(t) = ;
fir allei,j € E.

Beweis. Nach Satz 3.4.4 ist die Losung 7 invariant unter (P(t))¢>0, also ist 7 auch invariantes
Wahrscheinlichkeitsmafl der MKDZ (X (0), X (1), X(2),...) mit Ubergangsmatrix P(1). Diese
MKDZ ist irreduzibel: Im Beweis von Satz 3.4.1 sahen wir, dass P;(t) > 0 fiir alle ¢ > 0. Fiir
i # j seien ig,...,i, wie bei der Definition 3.4.6 gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass i — i1
fiir die MKDZ (X(0), X(1),...) gilt. Wegen P/, (t) = it + o(t) und g;;; > 0 existiert ein
ho > 0, so dass P; ;, (t) > 0 fiir alle t € (0, ho] gilt. Weiter gilt fiir ¢ > hg, dass P;;, (t) > Py(t —
ho)P;.i, (ho) > 0, womit insbesondere die Irreduzibilitét von P(1) gezeigt ist. Wegen P;;(1) > 0
ist die Aperiodizitat klar. Also folgt nach Satz 2.6.15 fiir j € F, dass m; = lim, .o P;;(n), und
wegen Satz 3.4.1 gilt sogar m; = lim;_.o P;j(t). Dies zeigt auch die Eindeutigkeit der Losung 7

von (i) - (iii) in Satz 3.4.4. O
Korollar 3.4.8. Sei Q) konservativ und die Minimallésung markovsch. Wenn (3.4.10) in Satz 3.4.4
keine Ldsung hat, dann folgt

lim P;;(t) =0 fir alle i,j € E. (3.4.19)

t—oo
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Beweis. Nach Satz 3.4.1 existiert m, = limy .o Pyt () und es gilt >, . i < 1. Angenommen,
es existieren ¢, j € £ mit limy_,o P;;(t) = m; > 0, dann definiere

Tik

_. (3.4.20)
ZTGE Tir

Tk 1=
Nach Satz 3.4.3 ist (T )rep ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl und erfiillt (3.4.10) im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt m;; = 0 fiir alle 4, j € E. O

Beispiel 3.4.9. Fiir Geburts- und Todesprozesse lassen sich die invarianten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen (wenn sie existieren) explizit berechnen. Wir nehmen an, dass die Geburts-
und Sterberaten alle strikt positiv sind. Definiert man by = 1 und

AO--- )\j—l

bj = ———, JjeN, 3.4.21
’ 1 - g ( )

so kann man zeigen, dass genau im Fall

[e's) i

> (b)Y k) = o (3.4.22)

i=0 §=0

der Prozess nicht explodiert (d.h. die Minimallsung markovsch ist). Wir setzen dies im Folgen-
den voraus. Solche expliziten notwendige und hinreichende Nichtexplosionskriterien sind {ibri-
gens fiir allgemeine MKSZ nicht bekannt.

Der Geburts- und Todesprozess ist wegen der Voraussetzung der Positivitéit der A; und u;
offenbar irreduzibel. Anstatt das Gleichungssystem in Satz 3.4.4 direkt zu l6sen, fiihrt auch die
folgende Uberlegung zu einer Lésung:

Wenn ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmass 7 existiert, dann muss (da der Prozess im
Gleichgewicht ist), fiir jedes i € Ny genausoviel “Masse” pro Zeit von i nach i + 1 flieflen wie
umgekehrt, d. h. es muss gelten:

TN = i1 i1 fiir alle ¢ € Ny. (3.4.23)

Man zeigt leicht, dass (3.4.23) dquivalent zu (i) in Satz 3.4.4 ist. Die Aussage in (3.4.23) erhélt
man, indem man die ersten i + 1 Gleichungen von 7Q) = 0 addiert. Aus (3.4.23) folgt fiir k € N
k-1 Ae—2Ak—1

T = Th—1 =Mp_g———— = -+ - = Wby (3.4.24)
22 Hie—11K

Wenn ) 77, = 1 ist, so muss 1 = my > oo, by gelten. Wire Y7 by = oo, so miifite mp = 0
sein und nach (3.4.24) m, = 0 fiir alle k € N gelten, was > ;- 7, = 1 widerspricht. Ist also
Y peobr = 0o, dann existiert kein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf. Ist dagegen > ;2 by <
00, so definiert .

Tbkbj, 7 € Np, (3.4.25)
k=0

T =
eine Losung von (3.4.23) und damit ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl. Also ist Y~ by <
oo eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines invarianten Wahrschein-
lichkeitsmafles eines irreduziblen Geburts- und Todesprozesses. Aus Korollar 3.4.7 folgt dann
sogar m; = limy_.o Pj;(t) fiir alle 4, j € Ny.
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3.5 Beispiele: Warteschlangen

3.5.1 Warteschlangen

Wir benutzen das eben gewonnene Resultat, um zu entscheiden, ob die Zahl der Kunden in ei-
ner M/M/c-Schlange eine invariante Verteilung hat und um gegebenenfalls die invariante Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zu berechnen.

Beispiel 3.5.1 (M/M/c-Warteschlange). Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 3.1.2 gilt :

o0 c—1 ; o0 ;
Z Z N Z N

Die erste Summe ist immer endlich, die zweite ist endlich genau dann, wenn A < ¢y ist. Definiert
man die Verkehrsdichte p als A/(cp), so gilt also wiederum (vgl. Satz 2.7.3), dass eine invariante
Verteilung genau dann existiert, wenn p < 1 ist.

Ist p < 1, so folgt

00 c—1 ;
N Ccpc

> b= 4 : (3.5.2)
| (1 —

j=0 j=0 w1 =p)

woraus sich 7; = b; (ZZ‘;O bk)_l explizit berechnen 148t:

A\ J =S falls j < c,
m=m(2) x {3, = (3.5.3)
1z g fallsj>c.
Im Spezialfall ¢ = 1 erhélt man 7; = (1—p)p/ fiir alle j = 0,1,2,..., also eine geometrische

Verteilung.

3.5.2 'Warteschlangennetze

In den letzten 20 Jahren sind Warteschlangennetze vor allem mit Anwendung auf Rechner-
systeme, aber auch auf Produktionsablaufe untersucht worden. Man modelliert solche Netze
dadurch, dass man jeden der Bediener (0.4.) als Eckpunkt eines (endlichen) Graphen auffasst.
Man verbindet 7 mit j durch einen gerichteten Pfeil und beschriftet ihn mit 7;;, wenn m;; > 0
die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Kunde, nachdem er bei ¢ bedient wurde, sich bei j anstellt.
Zusétzlich kann man eine Ecke des Graphen einfithren, die die “Auflenwelt” darstellt. Ein Kun-
de, der das ganze System verlédfit, geht also in jene Ecke. Aulerdem legt man fest, mit welcher
Verteilung Kunden von auflen in den einzelnen Ecken eintreffen, und beschriftet die Ecken mit
der zugehorigen Bedienungszeitverteilung. Nimmt man an, dass alle Bedienungszeiten, Spriinge
und Zwischenankunftszeiten unabhéngig sind, und legt man eine geeignete Startbedingung fest,
so ist damit die Dynamik des Prozesses festgelegt. Interessant sind die gemeinsame Verteilung
der Warteschlangenlidngen in allen Ecken (auBler der “Auflenwelt”), insbesondere fiir t — oo,
aber auch die Verweildauerverteilung eines Kunden im System. Wenn alle Bedienungs- und Zwi-
schenankunftsverteilungen endliche Mischungen von Ej-Verteilungen sind, so kann man mit der
in Beispiel 3.1.3 - 3.1.5 vorgestellten Methode den Vektor der Zahl der Kunden in jeder Ecke zu
einer MKSZ “aufbléhen”. Dies wird auch hiufig gemacht, um damit invariante Wahrscheinlich-
keitsmafle (numerisch) fiir obigen Vektor zu berechnen.
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Fin Spezialfall, fiir den die Grenzverteilungen eine besonders einfache Gestalt haben, sind
Jackson networks (vgl. [HS82, S. 456 ff]).

Jackson-Netzwerke.
Wir machen die folgenden Annahmen:

1. Es gibt N € N Knoten - durchnummeriert von 1 bis N.
2. Im Knoten ¢ befinden sich ¢; Bediener. Die Bedienungszeiten seien Exp(u;)-verteilt.

3. Kunden, die von auflen (und nicht von einem anderen Knoten) bei Knoten ¢ eintreffen,
haben unabhéngige Exp(\;)-verteilte Zwischenankunftszeiten.

4. Gegeben ist eine substochastische N x N-Matrix P, wobei p;; die Wahrscheinlichkeit sei,
dass ein Kunde nach der Bedienung im Knoten i sich (sofort!) am Knoten j anstellt.
pio i =1— Z;V: 1 pij sei die Wahrscheinlichkeit, dass der Kunde nach Bedienung am Knoten
1 das System verl&fit.

5. Es gelte iiberall FIFO (“first in first out”).

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Gleichgewichtsverteilung ist offenbar, dass
alle N Knoten so schnell arbeiten, dass langfristig genausoviel herein- wie herausfliet. Wir leiten
zunéchst heuristisch eine Verkehrsgleichung her, die wir dann (mathematisch exakt) analysieren,
womit wir (im folgenden Satz) ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
einer invarianten Verteilung — sowie eine Formel dafiir — erhalten.

Wenn «; > 0 die Rate ist, mit der Kunden im stationdren Zustand den Knoten ¢ verlassen,
dann gilt anschaulich:

N
ai =N+ ajp, i=1,...,N, (3.5.4)
j=1
denn was abflieit (c;) muss auch reinflielen (rechte Seite). Wir nehmen nun zusétzlich an, dass
gilt
P""3F0 komponentenweise, (3.5.5)

was besagt, dass Kunden von jedem Knoten aus irgendwann das System verlassen — sicher keine
allzu starke und eine leicht iiberpriifbare Voraussetzung an P.

Behauptung: Unter obigen Annahmen hat (3.5.4) genau eine Losung «, und zwar

aT =MT(I-P)"'=AT> P* (3.5.6)
k=0

Beweis. (3.5.4) kann man in der Form o = AT 4 aTP, also o (I — P) = AT schreiben. Nun
gilt
I-P"'=(I-P)(I+P+P>+-..4 P}, (3.5.7)

Wegen unserer Voraussetzung (3.5.5) ist I — P fiir hinreichend grofle n invertierbar und daher
det(I — P™) # 0. Also ist nach (3.5.7) auch det(I — P) # 0, d.h., I — P ist invertierbar, woraus
das erste Gleichheitszeichen der Behauptung folgt. Weiter folgt aus (3.5.7) nach Grenziibergang
n — oo die Gleichung (I — P)~1 =Y"22, Pk. O
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Wir machen nun noch die weitere Annahme

N [e'S)
ar =Y\ (;O Pk)ji >0 fiir alle 4, (3.5.8)

j=1

was zum Beispiel aus der stérkeren Forderung A; > 0 fiir alle j folgt. Nun wihlen wir — nahelie-
genderweise — als Zustandsraum des Netzwerks E = NYY, wobei X (t) = (n1,...,ny) bedeuten
soll, dass sich zur Zeit t genau n; € Ny Kunden am Knoten ¢ befinden fiir alle ¢ = 1,..., N.
Offenbar ist (X (t))i>0 eine MKSZ, deren @-Matrix wir im Beweis des folgenden Satzes explizit
angeben werden.

Satz 3.5.2 (Jackson). Unter den obigen Annahmen hat die MKSZ (X(t))i>0 genau dann ein
invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl w, wenn fir alle i = 1,..., N gilt: a; < c;jt;.

In diesem Full ist w eindeutig, und es gilt

Ty = Y1(n1) - Un(nn), (3.5.9)

wobei W,(+) das invariante Wahrscheinlichkeitsmaf$ einer M /M /c;-Schlange mit Ankunftsrate o;
und Bedienungsrate p; ist, also

(3.5.10)

a;\" %, falls n < ¢;,
) xqn
¢!

U;(n) = ‘Pz(o)<)\_z 1%, falls n > ¢;.

—=
G

Bemerkung 3.5.3. Man beachte, dass trotz der Abhéngigkeiten, die zwischen den Knoten
bestehen, die Anzahl der Kunden an den einzelnen Knoten im stationiren Zustand zu einem
festen Zeitpunkt unabhéngige Zufallsgrofien sind!

Beweis von Satz 3.5.2. Offenbar hat die ()-Matrix folgende Gestalt (mit ¢; bezeichen wir das
Element aus N)Y mit einer Eins an der i-ten Stelle und Nullen sonst). Fiir alle n € E = N} gilt

Innte; = Ni
Gnn—e; = (i A Ci) p1ipio, (3.5.11)
Gnn—e;+e; = (i A ¢i)pipij
alle anderen ¢;; mit ¢ # j sind Null. Weiter ist @) irreduzibel.

Wir setzen nun voraus, dass «; < c¢;u; fiir alle ¢ (den Beweis im umgekehrten Fall ersparen
wir uns). Definiere 7 durch (3.5.9). Nach Satz 3.4.4 ist zu zeigen, dass 7Q) = 0 (die Eindeutigkeit

von 7 folgt dann aus Satz 3.4.7). Wir zeigen sogar, dass fiir jedes n = (nq,...,ny) gilt

N N
Zﬂ-"‘*'ejq“‘f'ejv“ = an Qnnte;s (3.5.12)
Jj=1 j=1
N N
Zﬂ'n—e]—Qn—e]—,n = ﬂ'nz Gnn—e;> (3.5.13)
Jj=1 j=1

N N

Zﬁnfei+°jq"*€i+ej7“ - ﬂ'nz Qnn—e;+e;s (3.5.14)

i=1 i=1

i#] i;j
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woraus sofort w¢) = 0 folgt.

Wir zeigen nur (3.5.12), da (3.5.13) und (3.5.14) analog bewiesen werden. Die linke Seite
von (3.5.12) ist

N N D ins
=T wi(na) > \I’jq(, ,(]nf)l) ((nj + 1) A cj)pipjo

i=1 J;l 7 N N N (3.5.15)
= [0 emo =TT #4000 3 (1- ;pjk)

N N
=T %ina) >N,

i=1 j=1

was gleich der rechten Seite von (3.5.12) ist, wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen die Ver-
kehrsgleichung (3.5.4) und beim vorletzten die explizite Formel fiir ¥;(n;+1)/V,;(n;) benutzten.
O
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