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1. Übung
Stochastische Modelle
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1. Aufgabe (5 Punkte)

a) Berechnen Sie die charakteristische Funktion einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen.
Nutzen Sie die Lösung, um zu beweisen:

X ∼ Pois(µ), Y ∼ Pois(λ) unabhängig ⇒ X + Y Pois(µ+ λ).

b) Der ZufallsvektorX = (X1, . . . , Xd) sei normalverteilt in Rd mit Erwartungswertvektor
µ = (µ1, . . . , µd) und Kovarianzmatrix Σ, d.h. für t = (t1, . . . , td) ist die charakteristi-
sche Funktion gegeben durch

ψX(t) = E
[
ei〈t,X〉

]
= ei〈t,µ〉−

1
2
〈t,Σt〉.

Zeigen Sie, dass für alle α1, . . . , αd ∈ R die Zufallsvariable

α1X1 + . . . αdXd

normalverteilt in R ist. (Beachten Sie, dass Unkorrelliertheit und damit die Unabhängig-
keit der Komponenten des Vektors X nicht angenommen wurde.)

2. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei (Xn) eine inhomogene Markovkette mit Zustandsraum S und Übergangswahrschein-
lichkeiten (pn

ij)(i,j)∈S×S,n∈N. Wobei pn
ij = P [Xn = j |Xn−1 = i] ist. Man gebe einen Zu-

standsraum T und die Übergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markovkette (Yn)
an, die in einer eins-zu-eins-Beziehung zu (Xn) steht.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei (E, E) ein meßbarer Raum, wobei die Menge E höchstens abzählbar ist. Eine Folge
(Xn)n∈N0 von E-wertigen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P )
wird Markovkette r-ter Ordnung genannt, falls für alle B ∈ E und alle ganzzahligen
n ≥ r − 1

P (Xn+1 ∈ B|σ(Xm,m ≤ n)) = P (Xn+1 ∈ B|σ(Xm, n− r + 1 ≤ m ≤ n)) .

Beweisen Sie, dass die Folge Yn := (Xn, . . . , Xn+r−1) eine Er-wertige Markovkette im
gewöhnlichen Sinne ist.


