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1. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei P die Ubergangsmatrix einer Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum FE.
Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte der Ubergangsmatrix

~ 1 1
P=-P+ -1
2 +2

nicht-negativ sind. Dabei bezeichet I die Einheitsmatrix.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei P = (pi,;); jep eine stochastische Matrix auf £ = {0,..., N} mit p;; = 0 fiir |i—j| > 2
und p; ;41 > 0 fiir i € {1,... N —1}. Es gelte po,o = py,n = 1, d.h. die Zusténde 0 und N
sind absorbierend. Wenn {X,,|n € Ny} eine Markovkette auf E ist mit Ubergangsmatrix P,
dann sei 7; = inf{n € N|X,, = i} die Ersteintrittzeit in i € E. Ferner sei u; = P; [Ty < 79]
die Wahrscheinlichkeit, dass die in i gestartete Kette in N (und nicht in 0) schliefilich
absorbiert wird. Zeigen Sie:

a) Der Vektor (u;)icp ist ein Rechtseigenvektor der Matrix P zum Eigenwert 1.
b) Mit p; = [Th_, pee fiir j € B\ {N,0} und py = 0, pg = 1 gilt die Formel
i—1
Z;‘:O Pj

N .
§=0 Pj

u; = fiir allei € F .

1

c) Die in 0 gestartete symmetrische Irrfahrt auf Z besucht mit Wahrscheinlichkeit & T

den Punkt N, bevor Sie die Menge —N erreicht.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten eine Markovkette, deren Zustandsraum der diskrete Torus £ = {0, 1,2,..., N—
1} ist (Addition und Subtraktion werden modulo N betrachtet) und deren Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten folgender Bedingung geniigen:

pij =q(i—j), mit ¢(¢) > 0 und Zq(z) =1.
i€l

Man zeige Folgendes.

a) Die invariante Verteilung ist durch 7m; = 1/N gegeben.
b) Es gilt p}; = pj.

c) P ist normal, dass heisst PP* = P*P.



