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6. Übung

Stochastische Modelle

Abgabe: 4.12.2008 (in der Übung)

1. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei π ∈ S1(P ) und −1 ≤ λN−1 ≤ . . . ≤ λ1 ≤ λ0 = 1 seien die Eigenwerte von P . Man
beweise jeweils die nicht in der Vorlesung bewiesene Implikation der folgenden Aussagen.

a) P ist irreduzibel genau dann, wenn λ1 < 1.

b) P ist aperiodisch genau dann, wenn λN−1 > −1.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten den Zustandsraum E auf dem ein bezüglich der Übergangsmatrix P inva-
riantes Maß π gegeben sei. Wir zerlegen den Zustandsraum in die Mengen (Bk)k∈N, wobei
Bk ∩ Bj = ∅ für k 6= j und 0 < π(Bk) < ∞ für alle k.

Wir definieren eine Übergangsmatrix auf {B1, B2, . . .} durch

p̂k,j =
∑

x∈Bk

∑
y∈Bj

π(x)px,y

π̂k

, wobei π̂k = π(Bk).

Man zeige

a) π̂ ist ein invariantes Maß für P̂ .

b) Falls P symmetrisch bezüglich π ist, so ist P̂ symmetrisch bezüglich π̂.

c) Sei π ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaß, wie kann man dann P̂ schreiben?

d) Sei P die Übergangsmatrix für die Irrfahrt (Xn) auf dem Graphen (E, K). (D.h. Xn+1

ist mit gleicher Wahrscheinlichkeit einer der Nachbarn von Xn.)

Wie kann man dann P̂ interpretieren? Welcher Zusammenhang besteht zwischen λ1(P )
und λ1(P̂ )? (D.h. ≤ oder ≥)

3. Aufgabe (5 Punkte)
Betrachten Sie die Irrfahrt auf {0, 1, . . . , n− 1} mit reflektierenden Rändern, d.h. p(i, i +
1) = p(i, i− 1) = 1/2 für 1 ≤ i ≤ n− 2, p(0, 1) = 1 und p(n− 1, n− 2) = 1. Berechnen Sie
die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenvektoren der Übergangsmatrix. Wie sieht die in-
variante Verteilung aus? Mit welcher Konvergenzrate konvergiert (bez. Variationsabstand)

P
(n)
i,· gegen die invariante Verteilung?


