TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN Wintersemester 2009/10
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Dr. J. Behrndt, C. Kreusler

Analysis 11
4.Ubungsblatt

Abgabe vor den Tutorien am 18. / 19. November

Aufgabe 1: 4 Punkte
Es sei X =Z und

O :={ACZ| Zu jedem a € A gibt es b € Z\{0}, so dafl a + bZ C A gilt.}

Zeigen Sie, dafl O eine Topologie auf X ist.
Hinweis: a + bZ = {a + bz | z € Z}.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Es sei X # () eine Menge und B C P(X) ein System von Teilmengen von X. Zeigen Sie:

(i) Der Schnitt Op aller Topologien auf X, die B enthalten, ist wieder eine Topologie auf
X.

(ii) Op ist die kleinste Topologie, die B enthélt, das heifit, fiir jede Topologie O auf X mit
BC Ogilt O C O.

(iii) Bestimmen Sie Op fiir X = R und B = {(a,b], (¢,d)}, a < b < ¢ < d.

Aufgabe 3: 5 Punkte
Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils die Funktionalmatrix. Hierbei seien
A, B € R"™" und b,c,d € R"™.

(i) f:R2 = R3 (21,72) — (22 + 22, 2172, €72),
(ii) f:R*" = R", z— A(x +b) + (¢, x)d,
(ii) f:R" - R, z + (x, Bzx) + (b — Ax,b),

(iv) f:R™\{0} - R, z — {&A42)

(w,z)

Hinweis: (-, ) bezeichnet das euklidische Skalarprodukt in R™.



Anufgabe 4: 6 Punkte

(i) Essei B(0,1) = {(x,y) € R?|||(z,y)|| <1} und f: B(0,1) — R3 gegeben durch

(@,y) = f(@,y) = (z,y, V1 =2 — ).
(a) Zeige, daBl f differenzierbar ist und berechne f’(x,y) fiir alle (x,y) € B(0,1).

(b) Es sei v € R?, ||v|]| = 1 eine Richtung. Zeige, daB fiir alle (z,y) € B(0,1) gilt:

(1@, (2w, 2y, L)) =0

¢ 1zziere und Interpretiere das Ergebnis aus .
Skizzi d i tiere das Ergebni b
(i) Es sei f:R? — R gegeben durch

1 fallsy — 1= (z —1)2 >0

0 sonst.

(z,y) = f(z,y) = {

Zeigen Sie, dafl alle Richtungsableitungen von f im Punkt (1,1) existieren, daf aber f
in diesem Punkt nicht einmal stetig ist.

Aufgabe 5: 5 Zusatzpunkte
Es seien (V| - |lv) und (W, || - |lw) normierte Réume. Eine Funktion f : V — W heifit im
Punkt xy € V differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A : V. — W gibt, und eine
stetige Funktion 7 : V' — W mit r(xg) = 0 und

f(z) = f(xo) + Alx — x9) + r(z)||z — 20|y, z€V.

Wir nennen A die Ableitung von f in xg und schreiben f’(z¢) := A. f heifit differenzierbar,
falls f differenzierbar in jedem Punkt aus V ist.

(i) Es sei V.= R™ " der Raum der nxn-Matrizen, versehen mit einer beliebigen Ma-
trixnorm. Es sei weiterhin f : V — V gegeben durch

M — f(M):=M?*= M- M.
Zeigen Sie, daf f differenzierbar ist und bestimmen Sie f'(M), M € V.
(ii) Essei V =C([0,1]) und W =R und I : V — W gegeben durch

I(u) ::/0 u(z)dr, ueV.

Zeigen Sie, dafl I differenzierbar ist und berechnen sie I'(u), u € V.

Hinweis: Diese Aufgabe ist nicht schwer, wenn man verstanden hat, was man tun muss. Dies
herauszufinden ist die eigentliche Aufgabe. Aber wenn man dies geschafft hat, wird man neue,
tiefere Einblicke in die Natur der Ableitung gewinnen!



