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Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: 4 Punkte
Es sei (X (¢))t>0 eine Markovkette in stetiger Zeit auf einem abzéhlbaren Zustandsraum . Fiir die
Q-Matrix () nehmen wir an, dass Zjel\{i} ¢ = —¢,; € (r,R) fiir alle ¢ € I gilt, wobei 0 < r <
R < oo. Fir A C I definieren wir Hy := inf{t > 0: X(¢) € A}, P, = P(H4 < 00|X(0) = j) und
E; =E[H4|X(0) = j]. Zeigen Sie:

(i) D oper @xPr = 0 fiir alle j ¢ A.

(i) (E;)jer ist die minimale nicht-negative Losung von

Ej=0, falsjeA, 1+ B =0, fallsj¢A

kel

2. Hausaufgabe: 4 Punkte
Es sei die folgende Ubergangsmatrix auf dem Zustandsraum I = {0, 1} gegeben:

P:< @ 1_0), 0<a<l.
l—a «

Zeigen Sie, dass es genau dann eine Markov’sche Standardhalbgruppe (P(t)):>o auf I mit der Eigen-
schaft P(1) = P gibt, wenn 3 < a < 1. Berechnen Sie in diesem Fall (P(t)):>o.

3. Hausaufgabe: 4 Punkte

Es sei I eine nicht-leere abzéhlbare Menge und 0 ¢ I. Ferner sei (P(t)):>o eine submarkov’sche
Halbgruppe auf I. Fiir £ > 0 sei R(t) definiert durch

1, falls1 = 0 = j,

Rii(t) = 0, fallsi = 0 # 7,

" L= e pin(t), fallsi##0=j,
pij(t), falls i, 5 # 0.

(1) Zeigen Sie, dass (R(t))¢~o eine Markov’sche Halbgruppe auf I U {0} ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Fortsetzung (R(t))i~0 von (P(t));=0 auf I U {0} die einzig mogliche ist,
genau dann wenn (P(t));~o nicht Markov’sch auf I ist.

4. Hausaufgabe: 4 Punkte
Betrachten Sie den Geburts- und Todesprozess mit positiven Geburtsraten A, und Todesraten pu,, fiir
alle n > 1, sowie Ay > 0 und pp = 0. Es sei 7). der Zeitpunkt des ersten Erreichens des Wertes r + 1.
Zeigen Sie, dass fiir den Erwartungswert von T bei Start in 0 gilt:

—~ 1 , pYS VRS W
EO(TT) = Z )\ = Zﬂ'k mit g = ]-77Tk = M
n=0"" "" k=0

fafle - f

Hinweis: Bestimmen Sie rekursiv E, (7,,) und benutzen Sie Eo(7}) = >, _ E.(T,).



