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3. Ubungsblatt ,,Stochastische Modelle*
Stoppzeit, diskretes Dirichletproblem, starke Markoveigenschaft

Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: (Exkursionen) 4 Punkte

Es sei (X,,)nen, eine Markovkette mit abzéhlbarem Zustandsraum 7. Die Startverteilung sei gegeben
durch 9;, wobei 7 ein positiv rekurrenter Zustand sei. Die zufilligen Zeiten Ti(k) der k-ten Riick-
kehr seien wie im Skript (Seite 20) definiert. Ferner definieren wir YR pe-n ., und die k-te
Exkursion von 7 als Z

E® = (sz(i7k))ogng(Tf’cLTi(k—l))-

Zeigen Sie:
(i) Ti(l), Ti(Q), ... ist eine Folge von Stoppzeiten.
(ii) Ti(l), T —Ti(l), Ti(g) —Ti@), ... ist eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen.

(iii) EZ-(l), EZ-(2), EZ-(?’), ... ist eine Folge von unabhéangig identisch verteilten Zufallsvariablen.

2. Hausaufgabe: ) 4 Punkte
Sei (X, )nen, €ine Markovkette mit abzahlbarem Zustandsraum I und Ubergangsmatrix P. Sei D C [
eine nicht-leere Teilmenge von I, so dass die Stoppzeit

7:=inf{n e Ny : X,, € I\D}

IP; fast sicher endlich ist fiir jedes i € I. Mit einer beschrénkten Funktion g: I\D — R definieren wir
u(i) :=E;(g9(X,)) fur i € I. Zeigen Sie fiir alle i € I:

(0) g(1), falls i € I\D,
u\t) = . . .
Z]ED piju(j) + Zje]\p pij9(j), fallsie D.

3. Hausaufgabe: 4 Punkte
Sei (X, )nen, eine Markovkette mit abzihlbarem Zustandsraum I und Ubergangsmatrix P. Ferner
sei die Markovkette irreduzibel und rekurrent. Zeigen Sie: Ist h — [0, 00) eine Funktion mit Ph = h,
so ist h konstant.

4. Hausaufgabe: (Nagasawas Formel) 4 Punkte
Sei (X,,)nen, eine Markovkette mit abzihlbarem Zustandsraum U {9} und Ubergangsmatrix P. Der
Zustand 0 sei absorbierend, und fiir alle i € I gelte i ~ 0. Ferner gelte Gy(j) := Ei(3_, oy, 1x,=5}) <
oo fiir alle 4, j € I. Wir definieren die Stoppzeit Zeit 7 := inf{n € Ny: X,, = 0} und setzen auBerdem



E;(1) < oo fiir alle i € I voraus. Zeigen Sie, dass (Rk)o<k<r—1 definiert durch Ry := X,_;_j eine
Markovkette ist deren Ubergangsmatrix @ = (¢;;)i jerufsy durch

Gi(j) .. o
Gij = pj’i—Gz(i) , fiuralled,jel,

gegeben ist, wobel X im Zustand [ € I gestartet werde und ¢; 9 := 0;; + dp,; fiir alle i € I U {0}
definiert werde. Wie sieht die Startverteilung von R aus?



