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4. Ubungsblatt ,,Stochastische Modelle*”
Invariante Verteilung

Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: ) 4 Punkte
Sei X = (X, )nen, eine Markovkette mit Zustandsraum I und Ubergangsmatrix P. Sei ferner h: I —
T eine surjektive Abbildung mit der Eigenschaft, dass

h(i) = h(j) = Z Dik = Z pji fir alle x € T..
keh~!({z}) keh=!({z})

Seien die Eintridge der Matrix Q = (¢uy)syer folgendermafien definiert:
Quy = Z pij fiir irgendein ¢ mit h(7) = .
jeh=t({y})

(i) Zeigen Sie, dass @ eine stochastische Matrix ist und dass der Prozess Y = (Y, := h(X,))

eine Markovkette mit Ubergangsmatrix @ ist.

n€eNg

(ii) Zeigen Sie, dass, falls 7 ein invariantes Maf} fiir X ist, m o h™! ein invariantes Maf3 fiir V" ist.

2. Hausaufgabe: ) 4 Punkte
Betrachten Sie die Markovkette mit Zustandsraum I = {0,1,2,...} und Ubergangswahrscheinlich-
keiten

1 1
1:—(1——) fiir m > 0,
p(m,m+1) 5 — iir m >0

1 1
SO VA L R
p(m,m—1) 5 +m+2 ir m >

und p(0,0) = 1—p(0,1) = 2. Bestimmen Sie die invariante Verteilung. Ist die Markovkette reversibel?

3. Hausaufgabe: 2 Punkte
Es sei eine Markovkette (X,,)nen, mit (hochstens abziahlbarem) Zustandsraum I, Ubergangsmatrix
P = (pi ;)i jer und invarianter Verteilung 7 gegeben, in welcher sie auch gestartet werde. Wir nehmen
an, dass m; > 0 fiir alle j € I. Die Markovkette (X,,)nen, werde in der invarianten Verteilung gestartet.
Zeigen Sie, dass (Xy, Xn_1,...,Xp) fiir jedes N € N ebenfalls eine Markovkette ist. Bestimmen Sie
deren Startverteilung und Ubergangsmatrix.

4. Hausaufgabe: (Glauber-Dynamik und Gibbs-Verteilung) 6 Punkte
Wir betrachten den Zustandsraum I = Y%, wobei N € N und ¥ eine endliche, nicht-leere Men-
ge seien. Es seien ein , Temperaturparameter* § > 0 und eine , Energiefunktion® U: I — R ge-
geben. Wir betrachten die Markokette auf I, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten durch folgen-
den Mechanismus beschrieben werden: Wenn die Kette sich im Zustand o € I befindet, dann



wird ein Index ¢ € {1,..., N} zufillig mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgesucht, und mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit proportional zu exp{—2[U(0%) — U(c)]} springt die Kette in den Zustand
of = (01,...,0i-1,0,0i41,...,0n), wobei a € ¥ \{o;} ist. Mit einer gegebenen Restwahrschein-
lichkeit verharrt die Kette in ihrem Zustand o, und alle anderen Sprungentscheidungen haben die

Wahrscheinlichkeit Null. Die Ubergangsmatrix P ist gegeben als

1L~ B[U(e)-U(o)]

falls 0’ = of* fiir ein ¢ und ein a # o},

1 g N —BU(c*)-U(s
po,a’ — N N - Zj:l ﬁ ZQGE\{UJ.} € 2[ ( j) (@)] falls O', =0,
0 sonst,
wobei Tj(0) = >, cesasn e AUE@H=UEN] gesetzt wurde.

(1) Zeigen Sie, dass die Markovkette irreduzibel und aperiodisch ist. Warum gilt p,, > 07
(i) Zeigen Sie, dass die Verteilung ps, gegeben als

1
pa(o) = Z—ﬁe_ﬁU(U) mit Zz = Ze_ﬁU(”),

oel

reversibel fur die Markovkette ist.

(iii) Bestimmen Sie den Grenzwert von pg fiir § — oo.



