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Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: (Poissonprozess) 4 Punkte
Betrachten Sie die alternative Definition des Poissonprozesses mit Parameter a: Es seien zufillige
Punkte 0 < T7 < Ty < ... auf der positiven Achse gegeben, so dass fiir 0 < a < b die Zahl jener
dieser Punkte, die im Intervall (a,b] liegen, durch N, gegeben ist. Ferner sind fiir / € N und
0<a <b <...<a; <bdie ZufallsgroBen Nig, b, - - -, N, unabhingig poissonverteilt mit
dem jeweiligen Parameter a(b; — a;), 1 < i < I. Wir betrachten die Absténde 7, = T}, — Tj—1 (wobei
k € N und Ty = 0) zwischen aufeinanderfolgenden dieser zufilligen Punkte. Zeigen Sie, dass 7 und
71 unabhéngige, zum Parameter a exponentialverteilte Zufallsgrofien sind.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass die Abbildung (t1,t2) — a?e 1<y, <,) eine Dichte des
Zufallsvektors (77, T5) ist.

2. Hausaufgabe: (Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung) 3 Punkte
Zeigen Sie, dass eine zum Parameter A > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable X gedéchtnislos ist,
d.h. dass fiir z,y > 0 gilt:

P(X >y+z|X >z)=P(X >vy).

Zeigen Sie umgekehrt. Falls die geddchtnislose Zufallsvariable X eine auf dem Intervall [0, co) stetige
Dichte besitzt, dann ist sie exponentialverteilt.

3. Hausaufgabe: (Geburts- und Todesprozess) 5 Punkte
Sei (X)i>0 eine Geburts- und Todeskette in stetiger Zeit mit Zustandsraum {0,1,2,...} und infini-
tesimalen Ubergangswahrscheinlichkeiten

An-h+o(h) wennm =1,
P(Xein =n+m| Xy =n) =< i, -h+0o(h) wennm = —1,
o(h) sonst.

Dabei gilt A, pt, > 0 fiir alle n und py = 0. Betrachten Sie Y = (Y}, )nen,, die in (X;);>0 eingebettete
MKDZ. Unter welchen Bedingungen an die Geburtsraten A, und an die Todesraten u,, besitzt Y eine
invariante Verteilung? Bestimmen Sie diese!

4. Hausaufgabe: (Verzweigungsprozess) 4 Punkte
Bei der Vermehrung von Bakterien durch Zellteilung nimmt man an, dass sich ein Bakterium in einem
Zeitintervall der Lange At mit der Wahrscheinlichkeit aAt+o0(At) in zwei Bakterien teilt unabhéngig
von der Anzahl der vorangegangenen Teilungen und unabhéngig von der Zahl der Bakterien in der
Kultur. (a > 0 ist dabei ein reeller Parameter). Es bezeichne B; die Anzahl der Bakterien zur Zeit
t und p,(t) = P(B; = n) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Kultur zum Zeitpunkt ¢ aus genau
n € N Bakterien besteht. Zur Zeit ¢ = 0 seien k € N Bakterien vorhanden.



(i) Leiten Sie ein System von Differentialgleichungen fiir p;, po, . .. her, und zeigen Sie, dass fiir alle
t >0 gilt:

n—1 —k _—na
Pu(t) = Linzky (n B k) (e — 1) ket

(ii) Berechnen Sie die erwartete Anzahl der Bakterien M; = E(B;) zur Zeit t > 0, und finden Sie
ein deterministisches Modell fiir die Bakterienvermehrung, welches M, zur Losung hat.



