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Notationen

Ist © eine Menge, so bezeichnet P(2) die Potenzmenge von (2, das heifit die Menge der
Teilmengen von . Teilmengen von P(£2) werden auch als Klassen oder Familien von
Teilmengen bezeichnet beziehungsweise Mengensysteme genannt und meist mit A, B,
F, R etc. bezeichnet.

Sind A, B C Q, so bezeichnen A° = {z € Q |z ¢ A} das Komplement von A in 2
und A\ B ={z € A|z ¢ B} die Mengendifferenz. Die symmetrische Differenz ist
definiert durch AA B=(A\ B)U(B\ A).

Sind { A, }nen eine Folge von Mengen und A eine weitere Menge, so bedeutet 4,, 1 A,
daBl A1 D A, firallen € Nund A = J;~, A, gelten. Entsprechend bedeutet 4, | A,
daBl A, C A, fiirallen € Nund A =~ A, gelten. Man schreibt statt dessen
auch A =1lim 1,_, A, beziehungsweise A =lim |, A,.

Es sei {A;}ics eine Familie von Mengen. Die Mengen A; heiflen paarweise disjunkt,
falls A; N A; = 0 fiir alle 4,5 € I mit i # j gilt.

Ist {Ap}nen eine beliebige Folge von Mengen, so sind

H@OA ﬂ U A _11m¢U A,

n=1m=n n—o0
11mA UﬂA _l1mTﬂA
n— n=1m=n n=00 =

Es gelten offenbar:
z € lim A, <= Es gilt = € A, fiir unendlich viele n € N.

n—00

xz € lim A, <= Esgilt z ¢ A, fiir hochstens endlich viele n € N.

n—oo

Ist f: A — B eine Abbildung, so seien f(C) := {f(z): 2 € C} fir C C A und
YD) :={x € A: f(x) € D} fir D C B. Man beachte, da§ f~!(C¢) = f~'(C)¢
sowie [ (Uie; Ci) = Uier f71(C3) und [ (M, Ci) = ﬂze[-f '(Cy) gelten.

Ist A eine Familie von Teilmengen von B, so bezeichnet f~'(A) (etwas mifbrauch-
lich) die Familie { f~'(C): C € A} von Teilmengen von A.

Sind f,g: A — B zwei Abbildungen, so sind unter anderem folgende Schreibweisen
gebrauchlich:

{rect=r"0,
{f=9t={z€A: f(z)=yg(2)},
{f#9r={zeA: f(z) #g(x) }
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Wenn B eine Teilmenge der reellen Zahlen ist, kann

{f<ty={zeA:flz)<t}

fiir t € R geschrieben werden.

Es bezeichnen R die Menge der reellen Zahlen, N die Menge der natiirlichen Zahlen,
No =NU{0}und R, :={z€eR: 2>0}.

Zu R kénnen zwei Punkte oo und —oo adjungiert werden: Dazu wird R = RU{oo} U
{—oc} definiert. Auf R wird in ,natiirlicher Weise“ addiert und multipliziert, bis auf
die Konventionen 0-00 = 0-(—o0) = 0. Ausdriicke der Art co— oo oder oo+ (—o0) sind
nicht definiert. Fiir jede Folge {x, }nen in R existieren lim,,_, 2, = lim,_,e0 SUP, 5, T
und lim 1z, = lim, ;. infy>, T4 in R.

In jedem Kapitel werden Formeln, Satze und Definitionen fortlaufend numeriert.
Das Ende eines Beweises wird mit [ bezeichnet.



Kapitel 1
Mafitheoretische Grundlagen

Nachfolgend wird eine Zusammenstellung der fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wich-
tigsten Begriffe und Sdtze aus der MaB- und Integrationstheorie (im allgemeinen ohne
Beweise) gegeben. Fiir ausfiihrliche Beweise und Darstellungen sind die folgenden
Biicher empfehlenswert:

e H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafitheorie, de Gruyter
1978 (3. neubearbeitete Auflage)

e H. Bauer: Maf$}- und Integrationstheorie, de Gruyter 1990

e D.L. Cohn: Measure Theory, Birkhauser 1980

e P.R. Halmos: Measure Theory, Springer 1974 (Reprint)

Verweise in diesem Kapitel beziehen sich auf das erstgenannte Buch von Bauer.

la. Mafle und Erweiterungen

Definition 1.1. Sei €2 eine Menge. Eine nichtleere Familie 7 von Teilmengen von
Q heifit Algebra, falls A,B € F = A°, AN B, AUB € F gilt. Eine Algebra heifit
o-Algebra, wenn zusitzlich folgendes gilt:

A, € FiralleneN= | A, eF.

n=1

Jede Algebra enthalt ) und Q, weil ) = AN A€ fir A € F und Q = (° gelten.

Bemerkung 1.2. Zu jedem Mengensystem C in €2 gibt es eine kleinste Algebra a(C)
und eine kleinste o-Algebra o(C), die C enthalten. Der Beweis ist einfach: Die kleinste
Algebra, die C enthélt, ist der Durchschnitt aller Algebren, die C enthalten (minde-
stens eine Algebra, ndmlich P(f2), enthilt C). Analog wird o(C) ,konstruiert“. Das
Mengensystem C heifit ein Erzeugendensystem der Algebra a(C) beziehungsweise der
o-Algebra o(C). In der Regel hat eine o-Algebra sehr viele Erzeugendensysteme. Von
besonderer Bedeutung in der Wahrscheinlichkeitstheorie sind durchschnittstabile Er-

zeugendensysteme. (Eine Familie A von Teilmengen von ) heifit durchschnittstabil,
falls AABe A= ANBec A)

Definition 1.3. Eine Familie D von Teilmengen von €2 heifit Dynkin-System, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Q€D
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(b) De D= D“eD
(c) Fiir jede Folge {Dy}nen von paarweise disjunkten Mengen aus D ist (J ., Dy
ebenfalls in D.

Ist C C P(R), so gibt es analog wie bei den Algebren und o-Algebren ein kleinstes
Dynkin-System d(C), das C enthélt.

Satz 1.4. Ist C C P(Q) durchschnittstabil, so gilt d(C) = o(C).
Beweis. Siehe Bauer, Satz 2.4.

Ist {A;}icr eine beliebige Familie von o-Algebren auf derselben Menge €2, so ist
er Ai wieder eine o-Algebra, [ J,.; A; jedoch im allgemeinen nicht. Mit \/,.; A; wird
die o-Algebra o (|J,.; A;) bezeichnet. (Im Fall I = {1,...,n} ist auch die Schreibweise
A V-V A, gebrauchlich.)

Definition 1.5.

(a) Ein Inhalt p auf einer Algebra F ist eine Abbildung F — [0, oo] mit den Eigen-
schaften (@) = 0 und (AU B) = u(A) + p(B) fiir alle A, B € F mit ANB = ().

(b) Ein Inhalt p heifit o-endlich, falls eine Folge { A, }nen von Mengen aus F existiert,
fir die @ = J;2, A, und p(A,) < oo fiir alle n € N gelten.

(c) Ein Inhalt p heifit o-additiv, falls fiir jede Folge { A,, },en von paarweise disjunkten
Mengen aus F, fiir die | J;—, A, € F gilt, u(U;—; An) = Doy w(Ay) erfiillt ist.
(Ein o-additiver Inhalt heifit auch Primap.)

(d) Ein o-additiver Inhalt, der auf einer o-Algebra definiert ist, heiit Maf.

Jeder Inhalt ist monoton, das heifit A D B = u(A) > u(B). Es werden im fol-
genden nur o-endliche Inhalte und Mafle betrachtet; dies wird stets stillschweigend
vorausgesetzt.

Satz 1.6. Es seien p ein Maf auf einer o-Algebra F und {Ay,}nen eine Folge von
Mengen aus F. Ser A € F eine weitere Menge. Dann gelten:

(a) A, L A und Ing € N mit u(A,,) < 0o = p(A) = limy, 00 (A4y).
(b) A, 1 A= p(A) =lim, 0 u(A4y).
() p(UnZi An) < 32070, w(An).

Bemerkung 1.7. Ein endlicher Inhalt (das heifit 4(€2) < 00) ist genau dann o-additiv,
wenn fiir jede Folge {A,}nen aus F die Implikation A, | 0 = u(A4,) 4 0 gilt. (Man
sagt auch, da8 p in () stetig ist.)

Satz 1.8 (ERWEITERUNGSSATZ VON CARATHEODORY). Es sei uy ein o-additiver
Inhalt (stets o-endlich!) auf einer Algebra A. Dann gibt es genau ein Maf§ u auf
o(A), das po erweitert, das heifit, das auf A mit o dbereinstimmdt.

Ein Beweis findet sich in jedem Buch iiber Mafitheorie. Schwierig ist der Beweis der
Existenz. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 1.4:
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Bemerkung 1.9. Stimmen zwei Mafle p und v, die auf einer o-Algebra F definiert
sind, auf einem durchschnittstabilen Erzeugendensystem D von F iiberein, und gilt
w(§2,) = v(€y,) < oo fiir eine Folge Q,, € D mit Q, 1, so gilt y = v auf F.

Beweis. (Fiir den Spezialfall u(2) = v(2) < oo, das heifit insbesondere fiir Wahr-
scheinlichkeitsmafle.) Sei F' = {4 € F: u(A) = v(A)}. Dann ist D C F', und F' ist
ein Dynkin-System (siehe Definition 1.3), da

(a) Qe F.

(b) D € F' = (D) = (Q\D) = p(Q) —p(D) = v(Q) —v(D) = v(D°) = D* € F'.

(c) Fiir jede Folge {D,}en von paarweise disjunkten Mengen aus F' gilt

A(VESED LSED SECARH(VES]

woraus | J2, D,, € F' folgt.
Somit folgt ' O d(D) = o(D) = F aus Satz 1.4. O

Definition 1.10.

(a) Ist F eine o-Algebra auf einer Menge €2, so heifit (2, F) mefbarer Raum und die
Mengen in F heilen mefibar.

(b) Ist (2, F) ein meBbarer Raum und g ein Mafi auf F, so heiit (2, F, u) ein
Mafraum. Ist p(2) < oo, so heifit der Mafiraum endlich. Gilt u(Q2) = 1, so
spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsraum.

1b. Beispiele von meflbaren Raumen

Beispiel 1.11. Esseien {2 = R und B die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle enthélt,
das heifit B = o(J), wobei J die Familie der Intervalle in R ist. Die o-Algebra B heifit
die Borel-o-Algebra, und die Mengen in B heiflen Borel-Mengen.

Bemerkung 1.12. Es gilt auch B = o(J)) mit Jy = { (—o0,t]: t € R}.

Beweis. Da Jy, C J, folgt o(Jy) C o(J) = B. Andererseits zeigt man, dafl J C

o(Jo) gilt: Fiir jedes t € R ist (—o0,t) = U, (—o0,t — 1/n] € o(Jp). Somit sind fiir
t € R auch [t,00) = (—o0,t)¢ € a(jo) und (¢, oo) = (—00,t]® € 0(Jp). Jedes Intervall
in R 148t sich als Durchschnitt solcher einseitig unbeschrankten Intervalle darstellen
(bis auf R, aber R € o(Jp) gilt sowieso). Aus J C o(Jp) folgt o(J) C o(o(Jp)) =
o(Jy). O

Beispiel 1.13. Es seien 2 = R” und B" die kleinste o-Algebra, die alle n-dimensio-
nalen Rechtecke (Produktmengen von Intervallen) enthélt.

Bemerkung 1.14.

(a) B" = 0(0), wobei O die Familie der offenen Mengen in R” ist.
(b) B" = O'(jo) mit Jy = { (—OO,tl] X = X (—OO,tn]: t1,...,t, € R}
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Beweis. Als Ubungsaufgabe.

Beispiel 1.15. Sei I eine beliebige (Index)-Menge. Dann ist @ = R/ die Menge
der Abbildungen I — R. Sei B; die kleinste o-Algebra, die alle Mengen der Form
{z e Rl:2(t) € Ji,---,2(tn) € Jn} enthilt, wobei n € N, t,...,t, € I und
J1, .., Jn Intervalle in R sind.

1lc. Beispiele von Mafien

Beispiel 1.16 (LEBESGUE-MAsS AUF R). Sei By die Familie der endlichen Vereini-
gungen von Intervallen in R. Fiir eine derartige Menge A € By sei p(A) die ,normale*
Lénge von A. Dann ist pg ein Inhalt (klar!), der o-additiv ist (weniger klar; Beweis in
Bauer). Nach Satz 1.8 existiert genau ein Mafi \ auf B, das pg erweitert, dieses heifit
Lebesgue-Map auf (R, B).

Beispiel 1.17 (LEBESGUE-MASs AUF R"). Analog definiert man das n-dimensionale
Lebesgue-Ma8§ A, auf (R", B").

Beispiel 1.18 (DISKRETE MASSE). Es seien  beliebig, {x, }nen eine Folge von ver-
schiedenen Punkten in € und a, € R, fiir alle n € N. Fiir jede o-Algebra A ist
po=> 0" apdy, wie folgt definiert:

p(A4) = Z anla(@n).

Dies definiert ein Mafl y, jedoch nicht in jedem Fall ein o-endliches, wie das Beispiel
a, = 1 fiir alle n € N und A = {0,Q} zeigt. Falls jedoch {z,} € A fur jedes n € N
gilt, so ist p offenbar o-endlich. Ein Maf} dieser Gestalt soll diskret genannt werden.
Die a,, heiflen Gewichte auf den Punkten z,,. Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafles

gilt > a, = 1.

1d. Mefibare Abbildungen

Definition 1.19. Es seien (2, F) und (€', F') zwei mefibare Rdume. Eine Abbildung
f:Q — Q heilt F-F'-mefbar, falls f~1(F') = {f~1(A): A e F'} C F gilt. Ist aus
dem Zusammenhang klar, welche o-Algebren gemeint sind, so spricht man auch einfach
von einer mefibaren Abbildung.

Ist (2, F) ein meBbarer Raum, so ist eine F-mefbare Funktion eine Abbildung f: Q —
R, die F-B-mefibar ist. FEine F-meflbare numerische Funktion ist eine Abbildung
f: Q= R:=RU{c0}U{—0co} mit f~1(A4) € F fiir alle A € B sowie f~!({oc}) € F
und f1({—o0}) € F.

Bemerkung 1.20. Ist C ein Erzeugendensystem der o-Algebra F' (das heifit F' =
a(C)), so ist f genau dann F-F'-mefibar, wenn f!(C) C F gilt. Zusammen mit
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Bemerkung 1.12 ergibt sich: Eine Funktion f: {2 — R ist genau dann F-mefibar, wenn
{f <t} e F fiir alle ¢t € R gilt.

Satz 1.21. Es sei (2, F) ein mefbarer Raum. Die Menge der mefbaren Funktionen
f:Q — R ist abgeschlossen beziiglich punktweiser Konvergenz, das heifst: Ist { f,}nen
eine Folge mefbarer Funktionen, fir die f(w) := lim, o fn(w) fir jedes w € Q exi-
stiert, so ist die Grenzfunktion f mefbar.

Beweis. Sei g,(w) = sup,,>, fm(w) fiir alle n € N und alle w € Q. Dann gilt

{gn>th=J{fm>t = J{m <t} eF,

m>n m>n

also auch {g, <t} € F fiir alle t € R, woraus
1
= <t-——
{gn <t} lkl{gn <t k} €F
fiir alle ¢ € R folgt. Somit ist

{r<ty=Ulm<tter

n=1
fiir alle ¢t € R, also auch

oo

{fﬁt}:ﬂ{f<t+%}e}"

n=1

firallete R O

Analog zeigt man, da8 fiir jede Folge { f, }nen von mebaren numerischen Funktionen
lim f,, und lim f,, mefbar sind.

Der folgende Satz zeigt, dafl die Menge der mefibaren Funktionen auch abgeschlossen
gegeniiber den iiblichen arithmetischen Operationen ist.

Satz 1.22.

(a) Sind f, g meflbare Funktionen, so sind auch f + g (definiert durch (f + g)(w) =
f(w) + g(w) fir alle w € Q) und f - g sowie af fir a € R mefbar.

(b) Sind f, g mefbare Funktionen und gilt g(w) # 0 fir alle w € Q, so ist f/g
mejSbar.

(c) Jede konstante Funktion ist mefbar.

(d) Ist A € F, so ist die Indikatorfunktion 14: Q — R mefbar.

(e) Zusammensetzungen von mefbaren Abbildungen sind mefbar: FEs seien (2, F;)
fur i = 1,2,3 mefibare Raume, und f;: Q; — Q11 seien F;-Fi1-mefsbar fir
1=1,2. Dann ist fo o fi eine F1-Fs-mefsbare Abbildung.

Beweis von (e). (f20 f1) (A) = f;1(f, 1(A4)) € Fi fiiralle A € F5. O



8 1. MASSTHEORETISCHE (GRUNDLAGEN

Satz 1.23. Jede stetige Abbildung f: R* — R™ ist B"-B™-mefbar.

Beweis. Ist U C R™ offen, so ist f~!(U) offen, also nach Bemerkung 1.14 in B". Da
gemafl Bemerkung 1.14 die offenen Mengen B™ erzeugen, folgt aus Bemerkung 1.20 die
MeBbarkeit von f. [J

Aus Satz 1.22(a) und (e) und Satz 1.23 folgt:

Satz 1.24. Ist f eine mefbare Funktion, so sind ft = max(f,0), f~ = max(—f,0)
und |f| mefbar.

Definition 1.25. Sei (2, F) ein mefibarer Raum. Funktionen der Form Y " , a;14,
mit n € N, a; € Rund A; € F fiir i € {1,...,n} bezeichnet man als einfach.

Bemerkung 1.26. Jede nichtnegative, mefibare Funktion f ist punktweiser Limes
einer Folge {f,}nen monoton ansteigender, nichtnegativer, einfacher Funktionen.

Beweis. Wahle
n2m
= Z(k — 1)27" L (s—1)2-n<f<kz—n} + Nl{>n}-
k=1 O

Notation: Ist f: Q — Q' eine Abbildung und F' eine o-Algebra auf Q') so bezeichnet
o(f) :== fYF'). Sind f;: Q — Q; Abbildungen und F; o-Algebren auf Q; fiir 7 aus
einer beliebigen Indexmenge I, so ist o(f;: i € I) := \/,; fi ' (F).

Wichtig ist der folgende Faktorisierungssatz:

Satz 1.27. Es scien Q eine Menge, (¥, F') ein meflbarer Raum, f:Q — R eine
numerische Funktion und g: Q — Q' eine Abbildung. Dann ist f genau dann o(g)-
mefbar, wenn eine F'-mef$bare numerische Funktion h: Q' — R existiert mit f = hog.

Beweis. Eine Richtung ist klar: Falls h existiert, so ist
1By =g (k' (B) Cg {(F) =0y
Analog gelten f~'({c0}) € o(g) und f~'({—o00}) € o(g). Fiir die andere Richtung:

siehe Bauer, Lemma 55.1. [J

Aus Bemerkung 1.26 folgt sofort die folgende Charakterisierung der nichtnegativen,
meflbaren Funktionen:

Satz 1.28. Es sei (Q,F) ein meflbarer Raum, und I sei eine Menge nichtnegativer,
mefbarer Funktionen, fir die folgende Bedingungen erfillt sind:

(a) f,geT unda,be Ry = af +bgel
(b) fo €T firallen €N, fu(w) 1 flw) firalew e Q= feTl
(c) 14 €T fir alle A e F.

Dann ist I die Menge aller nichtnegativen, mefbaren Funktionen.
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le. Integration
Fiir den ganzen Abschnitt sei ein fester Mafiraum (€2, F, u) vorgegeben.

Definition 1.29.

(a) Sei f = Y I  a;la, eine nichtnegative (das heifit aZ > 0), mefbare, einfache
Funktion. Dann wird das Integral [ fdu = [ f(w)p(dw) von f definiert durch
[ fdu=>"" a;p(A;). (Man weist nach, da$§ das Integral nicht von der speziel-
len Darstellung von f abhéngt.)

(b) Sei f:Q — R nichtnegativ und mefbar. Nach Bemerkung 1.26 existiert eine
Folge von nichtnegativen einfachen Funktionen {f,}neny mit f, T f. Dann ist
[ fdp = [ f(w)p(dw) € [0,00] definiert durch lim, o [ frdp. (Man weist
wieder nach, daﬁ das Integral nicht von der speziell gewéhlten Folge {f,}nen
abhéngt.)

Fiir nichtnegative, mefibare Funktionen ist also das Integral stets definiert; es kann
aber unendlich sein. Das Integral ist insbesondere monoton, das heiflit f < g =
J fdu < [gdp, und linear, das heit, fiir a,b > 0 gilt [(af + bg)dp = a [ fdu +
b [ gdu.

Definition 1.30. Eine mefibare Funktion f heiit p-integrierbar, falls [ |f|du < oo
ist.

Wegen |f| = f*+ f~ (mit f* = max(f,0) und f~ = max(—f,0)) ist das gleichbe-
deutend damit, daB [ fTdu < oo und [ f du < oo gelten.

Definition 1.31. Sei f eine u-integrierbare Funktion.

(a) Das Integral [ fdu = [ f(w)u(dw) ist definiert durch [ fTdp— [ f~dp.
(b) Ist Ae F,soist [, fdu:= f(lAf) du das Integral von f iiber A.

Notation: Wir schreiben f € L}(Q,F,u) beziehungsweise kurz f € L'(u) oder
f € L', wenn f p-integrierbar ist.

Satz 1.32. Seien f,g € L. Dann gelten:

(a) f>g= [ fdp> [gdu (Monotonie des Integrals).
(b) af +bg € L und [(af +bg)dp=a [ fdu+b [ gdu fir alle a,b € R (Linearitit
des Integrals).
¢) faugfdu= [, fdu+ [, fdu fir ale A,B e F mit AN B =0 (Additivitit des
Integrals).

Fiir die Formulierung der nachfolgenden Konvergenzsitze benotigt man folgende
Begriffsbildung:
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Definition 1.33. Eine Eigenschaft, die die Elemente von {2 haben konnen, gilt y-fast
uberall, falls die Menge der w € (), fiir die die Eigenschaft nicht gilt, in einer mefibaren
Menge vom p-Maf3 null enthalten ist.

Bemerkung 1.34. Ist die Menge der w € 2, fiir die eine Eigenschaft nicht gilt, selbst
meflbar, so ist dies natiirlich gleichbedeutend damit, dafl diese Menge py-Maf3 null hat.

Beispiel 1.35. Es seien f, g, f, fiir alle n € N mefibare Funktionen. Dann gelten:

(a) f =g fast iiberall & p({w: f(w) # g(w) }) =0.
(b) limy, so frn = g fast iiberall & p({w: lim, o fn(w) existiert nicht oder ist von

g(w) verschieden }) = 0.

Satz 1.36. Seien f,g € L. Dann gelten:

(a) f =g p-fast dberall = [ fdu= [ gdu.
(b) f>gund [ fdu= [gdu= f=g p-fast iberall.

Satz 1.37 (MONOTONER KONVERGENZSATZ). FEs sei {f,}nen eine Folge nichine-
gativer, mefbarer Funktionen, und es gelte f, T f p-fast dberall. Dann ist [ fdp =

limy o0 f fo dp.

Lemma 1.38 (LEMMA VON FATOU). Es sei {f,}nen eine Folge nichtnegativer, mefs-
barer Funktionen. Dann gilt:

/]im inf f, dp < lim inf/fn dp.
—00

n—oo n

Bemerkung 1.39. Natiirlich muf g := liminf, ., f, keine reellwertige Funktion sein.
Sei U = {g = oo}. Man definiert [gdu = oo, falls u(U) > 0 ist, und [gdu =
J (Lyeg) du, falls p(U) = 0 ist.

Satz 1.40 (BESCHRANKTER KONVERGENZSATZ). Fs seien f,, n € N, und f mefbare
Funktionen, und es gebe ein g € L* mit |f,| < g u-fast tiberall fiir alle n € N. Ist dann
f =1lim,,_, fn p-fast iberall, so gelten f € L' und

[ Fn=1im [ ..

Der folgende Satz ist eine Anwendung von Satz 1.37.
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Satz 1.41. Sei f: Q — [0,00) mefbar. Dann wird durch F 3 A — v(A) == [, fdu
ein (stets o-endliches!) Maf auf F definiert. (Man beachte, dafi p als o-endlich
vorausgesetzt ist.)

Beweis. Offensichtlich gilt v(@) = 0. Ist {A,},en eine Folge paarweise disjunkter
Mengen aus F, und ist A = ;- Ay, so gilt

v(4) = [

= lim f dp (nach Definition 1.31(b) und Satz 1.37)

_)
nmree UZ:1Ak

= lim E fdp (nach Satz 1.32(c))
n—oo A
k=1 Ak

Der Beweis, da§ v o-endlich ist, bleibt als Ubungsaufgabe. [

Definition 1.42. Es seien (2, F) ein mefibarer Raum und p, v zwei Mafle auf F.
Dann heifit v absolutstetig beziiglich p (Notation: v < pu), falls folgende Bedingung
erfiillt ist:

VAe F: p(A)=0=r(A)=0.

Satz 1.43 (SATZ VON RADON-NIKODYM). FEs gilt v < u genau dann, wenn eine
nichtnegative, meflbare Funktion f: Q — R ezistiert mit v(A) = fA fdu fir alle A €
F.

Definition 1.44. In der Situation von Satz 1.43 heifit f Dichte von v beziglich u, und
man schreibt f = dv/du oder f(w) = v(dw)/u(dw).

Bemerkung 1.45. Die Dichte f ist nicht eindeutig durch v und p bestimmt. Sind f,
g zwei Dichten von v beziiglich i, so stimmen sie jedoch p-fast iiberall {iberein.

Satz 1.46. Es seien f = dv/du und g eine mefibare Funktion.

(a) Ist g >0, so gilt [gdv = [gfdp.
(b) Es gilt g € L'(v) genau dann, wenn gf € L'(u) ist, und in diesem Fall gilt
ebenfalls die obige Gleichung.

1f. Induzierte Mafle (Bildmafie)

Es seien (€, F1, 1) ein Mafiraum und (s, F5) ein meBbarer Raum. Die Abbildung
©: Q1 — Qg sei Fi-Fo-meBbar, und pe *: Fy — [0, o0] sei definiert durch (up1)(A) =
(¢~ (A)). Eine einfache Nachpriifung ergibt:
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Bemerkung 1.47. up ! ist ein Maf} auf 7.

Definition 1.48. Das Maf} up~! heifit das durch ¢ auf F, induzierte Maf oder das
Bildmaf$ von p unter .

Satz 1.49 (INTEGRATION BEZUGLICH BILDMASSEN). Sei f: Qy — R eine Fp-mef-
bare Funktion.

(a) Fir f >0 gilt [, fd(up™) = [y, (fop)du.
(b) Es gilt f € L' (up™") genau dann, wenn fop € L' (u) ist, und die obige Gleichung
gilt in diesem Fall ebenfalls.

Beispiel 1.50. Sei A, das Lebesgue-Maf auf (R", B”) und sei ¢ : R* — R" eine Kon-
gruenz. Dann gilt A\~ = \,,.

Wichtig ist das Transformationsverhalten von Dichten:

Satz 1.51. Seien p, v zwei Mafe auf (0,F) mit p < v und du/dv = f. Es sei
©: Q — Q bijektiv, und ¢ und ' seien F-F-mefbar. Gilt vo~' K v, so gelten auch
pp™t L v und d(pp™")/dv = (f o o™")(d(ve™")/dv).

1g. Produktmafle
Es seien (1, Fy), (2, F2) zwei mefibare Rdume.

Definition 1.52.

(a) Sei Q = Q; x Qo die Produktmenge. Die Produkt-o-Algebra F; @ F» ist die o-
Algebra, die vom Mengensystem C = { A; x As: A; € F; } erzeugt wird. (Das
Mengensystem C ist selbst keine o-Algebra, es ist aber durchschnittstabil.)

(b) Sei f: Oy x Q3 — R eine Abbildung. Fiir w; € Q; sei fu(,P: Qs — R definiert
durch fu(,? (wa) = f(wr,wy) fiir alle wy € Oy, und analog fiir wy € Qs sei fu(,z) (w) =
f (w1, wo) fiir alle wy € Qy definiert. Die Funktionen fu(ﬁ), fﬁ) heilen Schnitte von
f.

Satz 1.53. Ist f: ) X Q9 — R eine F; @ Fo-mefibare Funktion, so sind alle Schnitte
mefbar beziiglich der jeweiligen o-Algebra, das heifst, fir alle wy € €y ist fﬁ) Fi-
mefbar und fir alle wi € )y st fﬁ) Fa-mefibar.

Satz 1.54. Seien uy, po o-endliche Mafle auf F, beziehungsweise Fo. Dann gibt es
genau ein Maf§ p auf Fy @ Fo mit der Figenschaft, daf$ p(A; x Ag) = ui(A;)p2(As)
fur alle Ay € Fi, Ay € F; gilt.

Definition 1.55. Dieses Mafl y heifit das Produktmaf von pq und ps und wird mit
= 1 ® o bezeichnet.
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Satz 1.56 (SATZ VON FUBINI). In der Situation von Satz 1.54 sei f: Q1 x Q = R
in L1(Q X Qy, F1 @ Fo, p1 ® pg). Dann ist fiir py-fast alle w, € Qy die Funktion

fﬁ) € LY (o, Fy, pz) und fiir po-fast alle wo € Qy die Funktion fa(,? € LY, Fi, ).

Setzt man
J 15 (o) paldws),  falls f5) € £,
0, sonst,

fi(wy) :{

und fa(ws) analog, so gilt:

[ ran @) = [ Ry m@on) = [ £ o).

In einfacherer Sprechweise (die nicht ganz prézise ist) besagt der obige Satz: Ist
f € LYy ® pg), so darf man die Integration vertauschen:

(1.57) [ @ m) = [( [ £loren) mldin)) )

— [ ([ for0) maldn)) ).

Satz 1.58 (SATZ VON FUBINI-TONELLI). Ist f: O X Qs — [0, 00) mefbar und nichi-
negativ, so gilt die Formel (1.57) ohne weitere Voraussetzungen.

Bemerkung 1.59. Daraus ergibt sich, dal eine meflbare Funktion g: 21 x 25 — R
genau dann p; ® po-integrierbar ist, wenn

/(/ |9 (w1, w2)| m(dwl)) pe(dws) < 0o

gilt.

Bemerkung 1.60. Die obigen Betrachtungen konnen leicht auf endlich viele Faktoren
ausgedehnt werden: Sind (§;, Fi, ;) fiir 1 < ¢ < n Mafirdume, so definiert man die
Produkt-o-Algebra i, ®- - -®F, durch (... (Fi®F)@F3)®- - -QF, 1)®F,, wobei die
Produktmenge QX - - - xQ, mit (... ((2 XQg) XQ3) X+ -+ X Q1) X Q,, identifiziert wird.
Analog wird das Produktmaf p; ® - - - ® pu, durch (... (111 @ p2) @ 43) @+ @ iy 1) @ i,
definiert.

Man weist leicht nach, dal man beliebig umklammern kann: Ist 1 < k < n, so
gelten die Beziehungen (F1 ® --- Q@ F) @ (Fy1 @ - @ Fp) = F1 Q@ --- ® F, und
(11 @ @ k) ® (L1 @+ @ pn) = 1 ® - - - ® 1, beim Identifizieren von (2 X - - - x
Q) X (Qggr X -+ x Q) mit Qg X -+ X Q.

Beispiel 1.61. Es seien (;, F;, 1;) = (R, B, A) mit dem Lebesgue-Mafi A fiir 1 < <
n. Man zeigt, dal B" = B®Q --- @ B gilt, und A\, = A ® - -- ® A heiflit n-dimensionales
Lebesgue-Maf (), ist dasselbe Maf} wie das in Beispiel 1.17 angedeutete).

Unendliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsraumen werden im néachsten Kapitel
betrachtet.
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Kapitel 2
Zufallsgrofien

Es sei (€2, F) ein meBbarer Raum. Wahrscheinlichkeitsmafle auf F werden oft (aber
nicht immer) mit P, () usw. statt mit p, v usw. bezeichnet (P fiir “probability”). Die
Elemente von F bezeichnet man in der Wahrscheinlichkeitstheorie meist als Freignisse.
Die Mengenoperationen in F werden oft in die ,,Sprache der Ereignisse“ ibersetzt:

A€ : nicht A A CB : Aimpliziert B
AUB: Aoder B ANB: Aund B

Da fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P(2) = 1 gilt, folgt 0 < P(A) < 1 fiir jedes A € F.
Ferner gilt P(A°) = 1 — P(A). Statt P-fast iiberall sagt man meist P-fast sicher
(Abkiirzung: P-f.s.).

Im folgenden sei (2, F, P) ein fester Wahrscheinlichkeitsraum.

2a. Zufallsgroflen und ihre Verteilungen

Definition 2.1. Es sei (E,€&) ein mebarer Raum. Eine (E, &)-wertige Zufallsgrifle
(kurz E-wertige Zufallsgrofie) ist eine F-E-mefibare Abbildung X : @ — E. Im Spe-
zialfall (E,€) = (R,B) spricht man auch einfach von einer ZufallsgréBe, im Falle
(E,€) = (R*,B™) von einem n-dimensionalen Zufallsvektor und schreibt ihn oft als
X = (Xy,...,X,), wobei die Abbildungen X;: 2 — R die Koordinaten sind.

Bemerkung 2.2. Fiir einen Zufallsvektor X = (Xi,...,X,) gilt X; = m; o X, wobei
die Abbildungen 7;: R* — R die Projektionen auf die einzelnen Faktoren des kartesi-
schen Produkts R™ sind. Nach der Definition von B" und der Bemerkung 1.20 sind die
Projektionen 7; B"-B-mefbar, und daher sind nach Satz 1.22(e) die X; Zufallsgrofien.
Sind umgekehrt X7, ..., X, Zufallsgrofien, so definiert X = (X1,...,X,,) eine Abbil-
dung 2 — R*. Mit Bemerkung 1.20 folgt, dal X ein n-dimensionaler Zufallsvektor
ist.

Weil eine Abbildung X : Q@ — FE genau dann eine (E,&)-wertige Zufallsgrofe ist,
wenn X ~!(€) C F gilt, entspricht die folgende Notation der Notation in Abschnitt 1d.

Notation: Ist X; fiir jedes i € I eine (F;, &;)-wertige Zufallsgrofle, so bezeichnet
man mit o(X;: i € I) die o-Algebra \/,.; X; ' (£;). (Dies entspricht der Notation aus
Abschnitt 1d.)

15
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Definition 2.3. Es sei X eine (E,E)-wertige Zufallsgroe. Das Wahrscheinlichkeits-
mafl PX~! auf € heifit die Verteilung von X.

Notation: Haben zwei (E,E)-wertige Zufallsgrofien X, X' dieselbe Verteilung, so
schreiben wir £(X) = £(X') (dabei steht £ fiir “law”, den englischen Begriff fiir Ver-
teilung); X, X' miissen dabei nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert
sein.

Definition 2.4. Sei X eine (R-wertige) Zufallsgrofie. Die AbbildungR > ¢ — Fx(t) =
P({X < t}) heiit Verteilungsfunktion von X.

Notation: Um geschweifte Klammern zu sparen, schreibt man meist P(X < t),
P(X # Y) usw. anstelle von P({X < t}), P({X # Y}) (oder noch aufwendiger:
P{w: X(w) < t})). Ein Komma in den Klammern hinter P bedeutet ,und*“, zum
Beispiel schreibt man P(X <t, X' <t') anstelle von P({X <t} n{X' <{t'}).

Man weist leicht nach, daf} die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsgrofle X monoton
wachsend und rechtsstetig ist mit lim; ,, F'(¢) = 1 und lim;_, o, F(t) = 0.

Bemerkung 2.5. Haben zwei Zufallsgroflen X, X' dieselbe Verteilungsfunktion, so
gilt L(X) = L(X").

Beweis. Weil { (—o0,t]: ¢t € R} ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B
ist, folgt die Bemerkung sofort aus Bemerkung 1.9. [

Ohne Beweis sei hier das folgende Ergebnis erwahnt, das wir nicht weiter beniitzen
werden:

Satz 2.6. Es sei F': R — [0,1] eine Verteilungsfunktion, das heifit eine rechtsstetige,
monoton wachsende Funktion mit limy .o F(t) = 1 und limy, o F(t) = 0. Dann
existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl pn auf R mit F(t) = p((—oo,t]) fir alle
teR.

Zwei wichtige Spezialfélle von Verteilungen auf (R, B) (beziehungsweise allgemeiner
auf (R™, B™)) sind besonders wichtig:

(a) Diskrete Verteilungen: Nimmt eine Zufallsgrofe beziehungsweise ein Zufallsvek-
tor hochstens abzdhlbar viele Werte {z;};c; C R™ an, so ist die zugehorige Vertei-
lung ein diskretes Wahrscheinlichkeitsma8, also von der Form ) . a;0,, mit a; > 0
fir alles € I und ), a; = 1 (siehe Beispiel 1.18).

(b) Verteilungen mit Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles A (beziehungsweise A, in
(R™, B"™), siehe Beispiel 1.17).
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Beispiel 2.7 (VERTEILUNGEN AUF R).

(a) Poisson-Verteilung zum Parameter A > 0:

(b) Standardnormalverteilung:

dlll 1 —1:2/2
—(z) = —e¢ .
d)\( ) V2o

(¢) Normalverteilung mit Mittelwert a € R und Varianz o* > 0:

5@ = e ()

(d) Cauchy-Verteilung zum Parameter ¢ > 0:

d_p . c

d\ (@) m(c®+2?)

Man spricht von Poisson-verteilten Zufallsgrofien, normalverteilten Zufallsgrofien,
usw.
Von besonderer Bedeutung in (R, B") ist die mehrdimensionale Normalverteilung:

Definition 2.8.
(a) Das Wahrscheinlichkeitsmafl 4 auf (R*, B"), das durch die Dichte

n

j—)ﬁb(xl, L xy) = (2m)7? exp(—% ;xf)

definiert wird, heiflt Standardnormalverteilung in R™.

(b) Ist A eine reelle n x n-Matrix und b € R", so definiert  — T'(x) = Az + b eine
affine Abbildung R® — R". Verteilungen der Form pT~!, wobei u die Standard-
Normalverteilung ist, heiflen Normalverteilungen.

Bemerkung 2.9.

(a) Ist A reguldr, so ist T invertierbar, und eine Anwendung von Satz 1.51 ergibt

d,l,l,Tf1 1 1 te—1 . t
= ¢ ——(z—=0)% —-b t X =AA".
B @ = gy P (a0
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Ist A nicht regulédr, so ist A\,(Im(7")) = 0 fiir das Bild Im(7") von 7', und somit
gilt uT=1 & A,

(b) Die Klasse der Normalverteilungen hat die Eigenschaft, daf} sie invariant unter
beliebigen affinen Abbildungen R™ — R ist: Ist u eine Normalverteilung auf R™
und 7: R™ — R" eine Abbildung der Form T'(z) = Ax + b, wobei A eine m X n-
Matrix und b € R sind, so ist uT~ eine Normalverteilung auf R". Obgleich dies
hier nicht allzu schwierig zu beweisen ist, verschieben wir den Beweis besser auf
spater, wenn charakteristische Funktionen als Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.

Definition 2.10. Es sei (E,€£) ein mefibarer Raum.

(a) Eine Folge X = (X,)nen von (E,&)-wertigen ZufallsgroBen, die auf einem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert sind, heifit (abzéhlba-
rer) (E, £)-wertiger stochastischer Prozef. Im Falle (E, &) = (R, B) sprechen wir
einfach von einem stochastischen Prozef.

(b) Es bezeichne EN die Menge der Folgen von Elementen aus F, das heifit die Menge
aller Abbildungen N — E. Seien m;: EN — E fiir i € N die Projektionsabbil-
dungen. Dann ist auf E die o-Algebra £ wie folgt definiert:

EN = \/7r1-_1(5).

1€EN

Diese Definition verallgemeinert die Definition der Produkt-o-Algebra (Definition
1.52(a)). Wir zeigen nun, daf§ ein (F,£)-wertiger stochastischer Prozef als (EY, EY)-
wertige Zufallsgrofie betrachtet werden kann. Weil eine Folge (X,,),en von Abbildungen
X, : Q — E nichts anderes als eine Abbildung X: 0 — EN ist, haben wir uns nur um
die Mefbarkeit zu kiimmern:

Satz 2.11. Es sei X = (X,)nen eine Folge von Abbildungen X,,: Q — E. Dann ist X
genau dann F-EN-mefbar, wenn fir alle i € N die Abbildungen X; F-E-mefbar sind.

Beweis. Nach Definition von N sind alle Projektionen 7;: EN — E EN-E-mefbar. Ist
X F-EN-meBbar, so ist somit X; = 7; o X fiir jedes 7 € N eine F-£-mefbare Abbildung.
Sind umgekehrt alle X; F-E-mefbar, so gilt X! (77! (4)) = X;'(A) € F fiir allei € N
und alle A € £. Da per Definition {7;'(A):i € N, A € £} ein Erzeugendensystem
von &Y ist, folgt die Mefbarkeit von X aus der Bemerkung 1.20. [

Die Verteilung eines stochastischen Prozesses X ist einfach seine Verteilung als (EY,
EN)-wertige Zufallsgrofle. Die meisten der uns interessierenden Fragen hingen nur von
der Verteilung des stochastischen Prozesses ab. Ist X ein stochastischer Prozef, so
ist die Folge (m;);en der Projektionen 7;: EY — E ein auf (EN, &N, PX™!) definierter
stochastischer Prozef, der dieselbe Verteilung wie X hat. Es ist daher meist keine

Einschrankung anzunehmen, daf§ der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum von
der Form (EN, €N, P) ist und die X; die Projektionen von EN auf E sind.
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Die Beschreibung von Verteilungen auf einem unendlichen Produktraum ist nicht
ganz einfach. Sie geschieht in der Regel iiber die sogenannten endlichdimensionalen
Verteilungen.

Definition 2.12. Ist @ ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (EN, EY) und ist 7 : EN —
E™ fiir n € N durch 7™ = (my,...,7,) definiert, so ist Q™ := Q7™ ! ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf (E™, ™). Die MaBe Q™ heiflen die endlichdimensionalen Verteilungen
von Q).

Wir wollen im folgenden zwei Fragen nachgehen:

(a) Legen die endlichdimensionalen Verteilungen Q™ , n € N, die Verteilung Q ein-
deutig fest?

(b) Gibt es zu einer vorgegebenen Folge (Q™),en von WahrscheinlichkeitsmaBen auf
(E™, €M) stets ein Wahrscheinlichkeitsma$l Q auf (EY, £Y), dessen endlichdimen-
sionale Verteilungen die Q™ sind?

Die Antwort auf (a) lautet uneingeschréankt ,Ja“.

Satz 2.13. Die endlichdimensionalen Verteilungen (Q™),en bestimmen das Wahr-
scheinlichkeitsmafl Q) eindeutig.

Beweis. Durch die endlichdimensionalen Verteilungen ist das Maf3 () auf der Algebra
U,en ™™ 71(E™) festgelegt. Weil diese Algebra ein durchschnittstabiles Erzeugenden-
system von &N ist, folgt die Eindeutigkeit aus Bemerkung 1.9. [

Im Spezialfall (E, &) = (R, B) ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma 2.14. Sind X = (X,,)nen und X' = (X, )nen 2wei (R, B)-wertige stochastische
Prozesse auf den Wahrscheinlichkeitsrdumen (2, F, P) beziehungsweise (', F', P'), so
gilt L(X) = L(X') genau dann, wenn

P(X; <t1,..., X <tp) =P'(X{ <t1,..., X}, < tn)
fur allen € N und alle t1,...,t, € R gilt.

Beweis. Die Mengen der Form {z € RV:2; < t, 20 < tgyonn, zn < t, } bilden
ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von BY. Nach Voraussetzung stimmen
PX~! und P'’X'~! auf diesen Mengen iiberein. Somit folgt PX~! = P'X'~! auf BY aus
Bemerkung 1.9. [

Die Antwort auf (b) ist viel schwieriger und kann im Moment nicht vollstindig disku-
tiert werden. Es ist jedoch offensichtlich, daf die Q™ einer Vertriglichkeitsbedingung
geniigen miissen, damit iiberhaupt eine Chance besteht, ein Wahrscheinlichkeitsmaf} )
auf (EN, EN) zu finden mit

(2.15) QM = QrM-1,
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Ist ndmlich ¢, : E® — E™"! die Projektion auf die ersten n — 1 Koordinaten, so gilt
71 = ¢, o 7™ und aus (2.15) ergibt sich

(2.16) QY =QWe,', n>2

Definition 2.17. Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen Q™ auf (E™, &™) fiir n >
1 heiBt vertrdaglich, wenn (2.16) gilt.

Die Frage (b) muf} also dahin prézisiert werden, ob zu jeder vertriglichen Folge ein
Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf (EN, EN) existiert, das (2.15) erfiillt. Die Antwort ist
leider ,Nein“. Es gibt jedoch wichtige Spezialfille, in denen die Antwort ,Ja“ lautet.

Satz 2.18 (SATzZ VON KOLMOGOROFF). Ist (E,&) = (R,B), so existiert zu je-

der vertraglichen Familie Q™ von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R*, B®) genau ein
Wahrscheinlichkeitsmaf Q auf (RN, BN) mit (2.15).

Bemerkung 2.19. Der Satz gilt allgemeiner, wenn E ein vollstandiger, separabler
metrischer Raum ist und £ die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra ist.

Der Satz von Kolmogoroff ist ein Spezialfall des Satzes von Ionescu-Tulcea, der im
folgenden kurz diskutiert werden soll. Wir werden diesen in einem Anhang beweisen.
Dafl der Satz von Kolmogoroff eine Folgerung des Satzes von lonescu-Tulcea ist, ist
jedoch auch nicht offensichtlich und wird sich im Kapitel 5 ergeben. Um den Satz von
Tonescu-Tulcea vorzustellen, benétigen wir eine wichtige Verallgemeinerung des Begriffs
der stochastischen Matrix.

Definition 2.20. Es seien (Ei, &), (E2,&) zwei meBBbare Rdume. Ein Markoffkern
K von (Ej, &) nach (Ey, &) ist eine Abbildung K : E; x & — [0, 1] mit den folgenden
zwei Eigenschaften:

(a) Fiir alle z € F; ist K(x,-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (Es, &).
(b) Fiir alle A € & ist K(-, A) eine £&;-mefibare Funktion auf Fj.

Beispiel 2.21. Zwei (extreme) Spezialfille von Markoffkernen sind die folgenden:

(a) K(z,A) := pu(A) fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf} u auf (Fy, &).
(b) K(z,A) :=14(f(x)) fiir eine mefbare Abbildung f von (E1, &) nach (Es, &s).

Man stellt sich einen Kern am besten als eine Art ,fuzzy“ Abbildung vor. Wichtig
ist, daf} sich mit Kernen der Begriff des Produktmafles verallgemeinern 1aft:

Definition 2.22. Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (E1, &) und K ein Markoffkern
wie oben. Dann ist das Wahrscheinlichkeitsmafl p ® K auf £ ® £ wie folgt definiert:

(2.23) (L® K)(A) = /p(dwl)K(wl, A,,) firalle A€ & @&,
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wobei A,, = {ws € Ey: (w1,ws) € A} der wi-Schnitt der Menge A ist.

Bemerkung 2.24.

(a) Nach Satz 1.53 ist A,, € &, und demzufolge ist K(wi, A,,) fiir jedes w; € E;
wohldefiniert.

(b) Damit die obige Definition sinnvoll ist, mufl nachgewiesen werden, dafi w; —
K (w1, Ay,) eine &-mefibare Funktion ist. Dies sieht man wie folgt ein:

D= {A €EEREy: wy — K(wl,Awl) ist 51—meﬁbar}

ist ein durchschnittstabiles Dynkinsystem (einfache [“Jbungsaufgabe) und enthalt
die Mengen der Form A; x Ay mit A; € &; fiir i = 1,2, denn es gilt:

K(wl, (A1 X AQ)UJI) = 1A1 (wl)K(wl, AQ)

Nach Satz 1.4 folgt D = &£ ® . Damit ist (u @ K)(A) fiir jedes A € & ® &
definiert.

(c) Mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz zeigt man, daf§ y ® K ein
Wabhrscheinlichkeitsmaf ist.

Bemerkung 2.25. Man beachte, daf} fiir die Projektion m; : Fy x Fy — F;
(226) (n® K)r ' =p

gilt. Ist my : By X Ey — E, die Projektion, so wird die zweite Randverteilung (u®K)m, "
meist mit uK bezeichnet. Es gilt

(1E)(A) = / u(dz) K (z, A).

Nun zuriick zu den endlichdimensionalen Verteilungen und dem Satz von Ionescu-
Tulcea. Sei (F,E) ein beliebiger mefibarer Raum, und seien p ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf (F, &) und K, fir jedes n € N ein Markoffkern von (E™,E™) nach (E,€).
Wir kénnen damit rekursiv eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien @, auf (E™, E™)
definieren:

le,u‘a Qn+1:Qn®Kn firn e N.
Nach (2.26) sind diese Wahrscheinlichkeitsmafle vertraglich.

Satz 2.27 (SATZ VON IONESCU-TULCEA). In der oben beschriebenen Situation exi-
stiert stets ein Wahrscheinlichkeitsmafi Q auf (EN,EY), das (2.15) erfiillt.

Beweis. Siehe Anhang A1 oder Theorem 9.1 im Buch von S. Ethier, T. Kurtz: Markov
Processes, Wiley 1986, S. 504.
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Bemerkung 2.28. Der Satz von Kolmogoroff (Satz 2.18) ist ein Spezialfall von Satz
2.27, weil sich fiir (E,€) = (R, B) jede vertréigliche Folge in dieser Weise mit Markoff-
kernen beschreiben 148t (siehe Kapitel 5 und Anhang A2).

Beispiel 2.29.

(a)

(2.30)

Produktwahrscheinlichkeiten: Sei (E, ) ein beliebiger mefibarer Raum (zum Bei-
spiel (R,B)). Fiir jedes n € N sei p, ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (E,&).
Die endlichen Produktmafle @), = p1 ® s ® - - - ® u,, sind offenbar von der im
Satz von Ionescu-Tulcea geforderten Form, denn wir kénnen den Kern K,, von
(E™1, &™) nach (E, &) trivial durch K, (z, A) = p,(A) wahlen. Somit sind
die @), die endlichdimensionalen Verteilungen eines eindeutig bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsmafies @ auf (EN, EY). Sind die X,,: EN — E fiir alle n € N die
Projektionen, so hat X,, die Verteilung p,,. Man sagt, die X,, seien unabhdngig.
Sind alle p; gleich, so heiflen die X; identisch verteilt.

Ist (X,)nen ein Proze mit den endlichdimensionalen Verteilungen von Beispiel
2.29(a) und sind alle y; gleich, so hat der Proze8 (X )nen, definiert durch X! =
X1, offenbar dieselben eindimensionalen Verteilungen QX' = QX’;1 = L.
Aber abgesehen von trivialen Fillen gilt £((X,)) # L£((X})), denn wenn 0 <
pi(A) < 1ist, dann gilt Qo(A x A) = u1(A)? # QL(A x A) = uy(A).
Markoffketten: Es seien I eine abzdhlbare Menge und (p;;); jer eine stochastische
Matrix, das heifit, es gelten p;; > 0 und Zje[ pij = 1 fiir alle ¢ € 1. Sei (¢(4))ier
eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I. Abzdhlbare Mengen versehen
wir mit der Potenzmenge P(I) als o-Algebra. Dann legen ¢ und (p;;) fiir jedes
n € N eine Wahrscheinlichkeitsverteilung @, auf (I™,P(I)") fest mittels Q; = ¢
und @, = Qn_1 ® K, mit K, ((41,---,in_1),%n) = P(in_1,%,). Die Verteilung Q,
ist nichts anderes als die in der ,Einfiihrung in die Stochastik“ definierte Vertei-
lung Qn((i1,--.,%n)) = q(i1)Diyiy * - * Pi, 1i,- Nach dem Satz von Ionescu-Tulcea
existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (IN, P(I)Y), des-
sen endlichdimensionale Verteilungen die (), sind. Ein stochastischer Prozef}
(Xn)nen mit dieser Verteilung heiit Markoffkette mit Ubergangsmatrix (pi;) und
Startverteilung ¢. (Bemerkung: Fir jedes n € N gilt zwar P(I)™ = P(I"), aber
PN #P(IM).)

Stationdre Markoffketten: Ein wichtiger Spezialfall von Beispiel 2.29(c) liegt vor,
wenn . q(i)p;; = q(j) fiir alle j € I gilt. Nicht fiir alle stochastischen Matrizen
existieren derartige stationdre Verteilungen. Sie existieren jedoch fiir den Fall,
dafl (p;;) positiv rekurrent ist (siehe ,Einfiihrung in die Stochastik“). Sei (X, )nen
eine Markoffkette mit einer stationiren Startverteilung, und sei X = X,;1.
Dann gilt:

L((Xn)) = L((X))-

Beweis von (2.30). Es geniigt nach Lemma 2.14 nachzuweisen, daf

P(Xi=i1,...,Xn=1n) = P(X] =i1,..., X} =1i,)
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fir alle n € N und alle 44, ...,4, € I gilt. Es gilt

P(X{:Zl”X;L:Zn):P(XQZZIa,Xn_|_1:7,n)
=) P(Xi=j, Xo=1i1,..., Xp1 = in)

jeI
= Z Q(j)Pji1Pi1i2 * 0 Dig_vin

jeI
= q(i1)Piriy * * * Pin_rin
=P(X1=11,...,Xn =1p). ]

Definition 2.31. Ein stochastischer Proze mit der Eigenschaft (2.30) heifit stationdr.

Stationare Prozesse sind Gegenstand von Kapitel 4.

2b. Erwartungswerte

Definition 2.32. Sei X eine reelle Zufallsgrofie, die auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) definiert ist. Ist X > 0 oder X € £}(Q, F, P), so heiit EX = [ XdP
der Erwartungswert von X.

Der Erwartungswert ist also fiir positive Zufallsgrofien stets definiert, kann in diesem
Fall jedoch gleich unendlich sein.

Lemma 2.33. Es seien X eine (E,E)-wertige Zufallsgrofie und ¢: E — R eine £-B-
mefbare Abbildung. Dann ist oo X (meist o(X) geschrieben) eine reelle Zufallsgrife.
Sei P = PX~! die Verteilung von X auf (E,£).

(a) Ist ¢ > 0, so gilt E(p(X)) = E(p), wobei E der Erwartungswert beziglich P ist.
(b) Es gilt o(X) € LYQ, F, P) genau dann, wenn ¢ € L1(E, &, P) ist, und in diesem
Fall gilt ebenfalls die obige Gleichunyg.

Beweis. Das Lemma ist eine Umformulierung von Satz 1.49. [

Bemerkung 2.34.

(a) Aus Lemma 2.33 ergibt sich, dal E(p(X)) nur von der Verteilung von X (und
natiirlich ¢) abhingt. Wir betrachten den Spezialfall (E,€&) = (R, B) mit ¢ =
Identitat. Sei p = PX ! die Verteilung der Zufallsgrofe X. Dann folgt aus
Lemma 2.33, daB X € £'(Q, F, P) genau dann gilt, wenn [ |z|pu(dz) < oo gilt.
In diesem Fall ist F(X) = [z p(dz).

(b) Ist p =", a;0, mitz; € R, a; > 0und Y, a; = 1, s0 gilt [ |z| p(dz) = >, a;|x;|.
Somit gilt X € £1(Q, F, P) genau dann, wenn Y, a;|2;| < 0o, und in diesem Fall



24 2. ZUFALLSGROSSEN

(c) Besitzt u eine Dichte f beziiglich des Lebesgue-Mafles A, so gilt
Xe L@ F.P) < [ lsluldn) = [ Jsl7() Ado) < o0,

und in diesem Fall gilt E(X) = [z f(z) A(dz).
(d) Allgemeiner gilt fiir eine Zufallsgréfie X und eine mefibare Funktion ¢: R — R
die folgende Aquivalenz:
No(x;)|P(X = ;) < oo, im diskreten Fall,
QO(X) E EI(Q,f’ P) <:> ZZ |(‘0( )| ( ) 1 1 .
[ ()] f(x) Mdz) < oo, falls f =dPX~"/d\.
Beispiel 2.35.
(a) Ist X Cauchy-verteilt zum Parameter ¢ > 0 (siehe Beispiel 2.7(d)), so gilt

T 2+ 22

el = [ £ ) = o,

das heifit X ¢ L.
(b) Ist X standard-normalverteilt (siehe Beispiel 2.7(b), so gelten

1 2 1 2
—— [ |z]e™® /2 M\dz) <00 und EX = — /:166_“c 2 \(dz) = 0.
\/277'/ V2

(c) Ist X normalverteilt mit Mittelwert a und Varianz o? (siehe Beispiel 2.7(c)), so
ergibt sich X € £! und EX = a.

Das folgende Lemma ergibt sich aus den Eigenschaften des Integrals aus Kapitel 1.

Lemma 2.36.

(a) Sind X,Y € LY(Q, F,P) und a,b € R, so gelten aX+bY € L' und E(aX+bY) =
aEX +bEY.
(b) Ist X > 0 mit EX =0, so folgt X =0 P-fast sicher.

Definition 2.37. Ist X eine Zufallsgréfie und p > 0, so ist | X|P eine nichtnegative
ZufallsgroBe. Es bezeichne L£P(2, F, P) die Menge der auf (2, F, P) definierten Zu-
fallsgroBen mit EF|X|? < oo.

Lemma 2.38. Firp>7p >0 gilt £LP C LP.

Beweis. Sei X € £? und A = {|X| < 1}. Dann gilt

E|X|P = / |IXPdP + | |X["dP < P(A)+ [ |X|PdP <1+ E|X < c0.
A Ac Ac 0
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Satz 2.39 (MARKOFF-UNGLEICHUNG). Sei X € LP mit p > 0. Dann gilt fir alle
a > 0 die Abschitzung P(|X| > a) < a PE|X|P.

Beweis. Sei A = {|X| > a}. Dann gilt 14 < a™?|X? und somit P(A) = E(14) <
aPE|XP. O

Fiir p = 2 nennt man diese Ungleichung auch Tschebyscheff-Ungleichung. Sie ist im
allgemeinen sehr grob, wie schon in ,Einfiihrung in die Stochastik“ gezeigt wurde.

Satz 2.40 (SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG). Sind X,Y € L2, so gelten X - Y € L!
und E|X - Y| < (E(X?)E(Y?))Y2.

Beweis. Siehe ,Einfiihrung in die Stochastik“.
Ohne Beweis sei hier auch die allgemeinere Holdersche Ungleichung erwahnt.

Satz 2.41 (HOLDERSCHE UNGLEICHUNG). Seienp,q > 1 mit %+$ =1. FirX e [P,
Y € L9 gelten X -Y € L' und E|X - Y| < (E|X]P)/?(E|Y|9)/1.

Definition 2.42. Sei X € £!. Die Varianz von X ist definiert durch

var(X) = E((X — EX)?) € [0, ).

Lemma 2.43. Sei X € L.

(a) var(X) = E(X? - 2XEX + (EX)?) = E(X?) - (EX)?.

(b) Es gilt offenbar var(X) < co & X € L2

(c) var(X) =0« X = EX fast sicher (nach 2.36 (b)).

(d) Die Tschebyscheff-Ungleichung angewandt auf X — EX ergibt:

1
P(|X —EX|>a) < ?var(X).

2c. Mehrdimensionale Zufallsgrofien

Definition 2.44. Ist X = (Xy,..., X,,) ein Zufallsvektor, so definiert man EX € R"
komponentenweise durch EX = (EXjy,..., EX,) (falls dies existiert).

An die Stelle der Varianz tritt der Begriff der Kovarianz:
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Definition 2.45.
(a) Sind X und Y zwei ZufallsgroBen aus £' mit X - Y € L', so ist die Kovarianz
cov(X,Y) definiert durch
cov(X,)Y)=E(X-Y)-EX)E(Y)=E(X -EX)(Y —EY)).

(b) Ist X ein Zufallsvektor mit X; € £' und X;X; € L' fiir alle 7 und 7, so ist die
Kovarianzmatriz X(X) = (0;;(X)) definiert durch o;;(X) = cov(X;, X;).

Bemerkung 2.46.

(a) Sind X,Y € L2 so ist die Kovarianz cov(X,Y) definiert (siehe Satz 2.40 und
Lemma 2.38).

(b) cov(X, X) = var(X).

(c) Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch und positiv semidefinit.

(d) Wird X als Spaltenvektor geschrieben, so gilt X(X) = E((X — EX)(X — EX)").

Beweis von Bemerkung 2.46(c). Fiir \y,..., )\, € Rgilt

n 2 n n
0< E((Z n(X; — EXz-)) ) =33 A cov (X, X)),
=1 i=1 j=1 O
Beispiel 2.47 (ERWARTUNGSWERT UND KOVARIANZ DER NORMALVERTEILUNG).
(a) Sei X standard-normalverteilt, das heifit, die Verteilung p von X auf R” hat die
Dichte (2r)™"/?exp (—3 >i; 27). Dann gilt

=1 "1

n

T exp(—% Z x?) An(dz) = 0.

Jj=1

n

EX; = (2m)™/? /
Fiir 7 # j gelten

B(X.X;) = (2m) "2 /

1
EX? = (27r)—n/2/ z? exp(—§ x?) A (dz)

= (2%)_1/2/ 22" /2 Adz) =1,

das heifit, X(X) ist die Einheitsmatrix.
(b) Ist Y = AX + b, wobei A eine m x n-Matrix und b € R™ sind (Y, X, b werden als
Spaltenvektoren betrachtet), so gelten EY = b und

(YY) = E((Y = b)(Y — b)) = B(AXX'A") = AB(XX")A! = AA?,
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2d. Charakteristische Funktionen

Definition 2.48. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R", B™). Die charakteristische
Funktion i von p ist die Abbildung R” — C, die durch

at) = / 10 (i) = / cos((t, 2))u(dz) + i / sin({t, 2))u(dz)

definiert wird. Dabei ist (t,z) = > . t;x;. Die charakteristische Funktion eines Zu-
fallsvektors X ist die charakteristische Funktion der Verteilung von X sie kann nach
Satz 1.49 als E(exp(i(t, X))) geschrieben werden.

Die charakteristische Funktion ist offenbar fiir alle ¢ € R” definiert (da sin und cos
beschrankt sind) und stetig in ¢ (nach dem beschrinkten Konvergenzsatz 1.40). Die
Theorie charakteristischer Funktionen soll hier nur rudimentar behandelt werden. Als
einziges Ergebnis werden wir das folgende benotigen:

Satz 2.49. Es seien u,v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R™, B™). Gilt ji(t) = v(t)
fur allet € R, so gilt p = v.

Beweis. Da die Familie der kompakten Mengen in R” ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem von B" ist, geniigt es nach Bemerkung 1.9 nachzuweisen, dafi u(K) =
v(K) fir alle kompakten Mengen K gilt. Fiir eine derartige Menge K und m € N sei
1, falls z € K,
fm(z) =14 0, falls d(z, K) :=inf{ |z —y|: ye K} > 1/m,
1 —md(z,K), sonst.
Dann hat f,, die folgenden Eigenschaften:

(a) 0 < f(x) <1 fiir alle z,
(b) fm ist stetig,
(¢) fm(z) 4 1k () fiir m — oo.

Falls [ fndp = [ fmdv fiir allem € N gilt, so folgt (K) = v(K) mit dem beschrénkten
Konvergenzsatz aus (c). Es geniigt also nachzuweisen, da8 [ fdu = [ fdv fir alle f
gilt, die (a), (b) erfilllen und kompakten Tréger haben. (Der Triger von f ist die

Menge {z: f(z) #0}.)
Sei ¢ > 0, und N > 0 sei so grof} gewahlt, dafl

By :=[-N,N] X [-N,N] x <+« x [-N,N| > {xz: f(z) #0}

und p(B%), v(BS) < ¢ gelten. Nach dem Weierstraischen Approximationssatz gibt
es eine Funktion g: R* — R der Form g(z) = >77" ¢; exp( (Zt;,x)) mit ¢; € C und
t; € Z", die periodisch in jeder Komponente ist und f in By bis auf € approximiert,
das heifit, sup{ | f(z) — g(z)|: € By } < e. Es folgen sup,cgn |g(z)| <1+ ¢ und

/fdu /fdy‘</fdu /gdu‘-l—‘/gdu /gdu‘—l—‘/gdu—/fdy
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Der zweite Summand ist nach der Voraussetzung i = © gleich null. Der erste Summand
kann wegen |g(z)| < 1+ ¢ fiir alle z folgendermaflen abgeschétzt werden:

‘/fd,u—/gd,u‘g‘ fd,u—/ gdﬂ‘-ﬁ-‘/ fd,u‘—i—‘/ gd,u‘

g/B = gldu+0+(1+e)u(B)
< ep(By) + (1 +€)u(BS)
<e(2+¢).

Der dritte Summand wird analog abgeschitzt. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt [ fdu =
[ fdv. O

Beispiel 2.50.
(a) Sei p die Standardnormalverteilung. Dann gilt

2 1 2 * )2
/1, t ztm e~ % /de _ et /2 e—(z—zt) /de
\/ 2w / V2T %

Das Integral ergibt /27 (einfache Ubungsaufgabe aus der Funktionentheorie).
Somit gilt ji(t) = e */2.
(b) Sei p die Cauchy-Verteilung zum Parameter ¢ > 0. Dann gilt

i) =< /Oo gits__ 4T
o %

Die Funktion C 35 z — & — + s hat Pole in +ic. Eine Anwendung des Residuen-
satzes ergibt somit i(t) = eI’
(c) Sei p die Standardnormalverteilung in (R™, B™). Dann folgt aus 2.50(a)

n

. 1 .. n
) = exp(—§ Zt?) fir alle t = (t1,...,t,) € R".

j=1
(d) Die allgemeine Normalverteilung ist das Bildmaf$} v = pup~! der Standardnormal-

verteilung g unter einer affinen Transformation R* > z — ¢(z) = Az + b.
Bezeichnet A’ die Transponierte von A, so gilt

I?(t) — /6i(t,w) Z/(dx) — /ei(t,cp(x)) ,u(dx) — ei(t,b) /ei(A't,w) ,u(dx)
= M0 i(A't) = e W0 e~ WBANIZ = oxp (i(t, b) — L(t, Tt)),

mit ¥ = AA" als der Kovarianzmatrix von v (siehe Beispiel 2.47(b)).

Es ergibt sich aus Beispiel 2.50(d):
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Satz 2.51. Fir jedes b € R" und jede positiv semidefinite, symmetrische Matriz 3 gibt
es genau eine Normalverteilung mit b als Erwartungswert und ¥ als Kovarianzmatriz.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.49 und der Rechnung in 2.50(d). Die
Existenz folgt sofort daraus, dal mindestens eine n x n-Matrix A existiert mit AA" =
. O

2e. Konvergenz von Folgen von Zufallsgrof3ien

Im folgenden sei (X,)nen eine Folge von Zufallsgrofen, das heifit ein stochastischer
Prozef3. In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind drei Konvergenzbegriffe besonders wich-

tig.
Definition 2.52.
(a) Die Folge (X,,)nen konvergiert fast sicher gegen eine Zufallsgrofie X, falls

PH{w: lim X,(w)=X(w)})=1

n—oo

gilt (Notation: X,, — X P-fast sicher).
(b) Die Folge (X, )nen konvergiert im p-ten Mittel (p > 0) gegen eine Zufallsgrofie X,
falls X,,, X € £P und

E|X, - X|P =0 fiirn— oc.

(c) Die Folge (X, )nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsgrofie X,
falls
P(X,—X|[>¢) >0 firn— o0

fiir alle ¢ > 0 gilt.

Satz 2.53.

(a) Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
(b) Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Der Beweis von (b) folgt sofort aus der Markoff-Ungleichung.
(a) Sei Y, = 1yx,-x|>¢ fiir € > 0. Gilt X,, = X fast sicher, so gilt ¥;, — 0 fast
sicher. Wegen |Y,,| <1 folgt aus dem beschriankten Konvergenzsatz

P(|X, — X| > ¢) = B(Y,) — 0.
O

Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden zwei Bei-
spiele belegen:
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Beispiel 2.54. Sei (2, F, P) = ([0,1], B, A)-

(a) Wihle X,, = n'/P1y ;) fiir p > 0. Dann gilt X,, — 0 fast sicher und in Wahr-
scheinlichkeit, aber E|X,[P = 1 fiir alle n, das heifit, X, konvergiert nicht im
p-ten Mittel gegen null.

(b) Ist n =2™ 4+ k fiir m € Ny und 0 < k < 2™, so setzt man X, = ljko-m (k11)2-m]-
Offenbar konvergiert die Folge (X, (w))nen fiir kein w € [0, 1]. Andererseits gelten
P(|X,| >¢) <2™fiirallee > 0 und E|X,|P = 2~™ fiir p > 0, das heifit X;, — 0
in Wahrscheinlichkeit und im p-ten Mittel.

Unter Zusatzbedingungen impliziert die fast sichere Konvergenz die Konvergenz im
p-ten Mittel:

Satz 2.55. Sei (X,)nen eine Folge von Zufallsgréfien, die fast sicher gegen X kon-
vergiert. Gilt |X,| <Y fast sicher fir eine Zufallsgrofie Y € LP (fir p > 0), so gilt
X, = X im p-ten Mittel.

Beweis. Es gelten | X, — X P < (| X,|+|X|)? < (2Y)? < 2?Y? € L' und |X,,— X|P — 0
fast sicher. Daher folgt aus dem beschrinkten Konvergenzsatz E|X, — X|P — 0. O

Wie aus Beispiel 2.54(b) hervorgeht, folgt aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
nicht die fast sichere Konvergenz. Es gilt aber der folgende Satz:

Satz 2.56. Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgrofien, die in Wahrscheinlichkeit gegen
X konvergiert. Dann existiert eine Teilfolge (X, )ren mit limg_,o X, = X fast sicher.

Zum Beweis benotigt man das folgende sehr einfache, aber wichtige Lemma.

Lemma 2.57 (1. BOREL-CANTELLI-LEMMA). Sei (A, )nen €ine Folge von Ereignis-
sen mit ) -, P(A,) < co. Dann gilt P(limsup,_,, A,) = 0.

o0

Beweis. Aus By :=J -, A, | limsup,_, A, folgt

o0

P(limsup A,) = lim P(By) < lim P(A,) =0.
n—00 k—o0 k—o0

n=~k O

Beweis von Satz 2.56. Zu jedem k£ € N existiert nach Voraussetzung ein n, € N
mit P(|X,, — X| > 1/k) < 1/k* Wir konnen ny,; > ny fiir alle £ € N annehmen. Da
Yo 1/k* < oo gilt, folgt P(limsup,_,.{|X,, — X| > 1/k}) = 0 aus Lemma 2.57.
Fir w ¢ limsup,_,{|Xn, — X| > 1/k} gilt |X,, (w) — X(w)| < 1/k fiir geniigend
grofe k, das heifit limy_,o0 Xy, (w) = X (w). O
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Bemerkung 2.58. Alle drei Konvergenztypen sind wvollstindig, das heifit, dafl jede
Cauchy-Folge konvergiert. Fiir die fast sichere Konvergenz ist das klar, denn wenn
X, — X,, — 0 fast sicher fiir n, m — oo gilt, dann folgt aufgrund der Vollstandigkeit
von R, daB (X, (w))nen fiir fast alle w € Q konvergiert. Aus Lemma 2.57 folgt das
Entsprechende fiir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

Satz 2.59. Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgréfien mit

m P(| X, = Xp| >¢) =0

n,m—00

fur alle e > 0. Dann existiert eine Zufallsgrofie X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.
Beweis. Wihle wie im Beweis von Satz 2.56 eine Teilfolge (ny)gen mit
Aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma, folgt

P(limsup{ |X,,, — X,,,,| > 1/k*}) = 0.

k—o00

Fir w ¢ limsupy ,oof{ [Xn, — Xnpya| > 1/k*} ist (Xp, (w))ken offenbar eine Cauchy-
Folge in R, das heifit, X,, konvergiert fiir & — oo fast sicher gegen eine Zufallsgrofie
X, also nach Satz 2.53(a) auch in Wahrscheinlichkeit. Fiir € > 0 gilt

P([Xm — X| 2 €) < P(|Xm — X, | 2 8/2) + P(| Xy, — X| 2 ¢/2)
fiir alle m und k. Wahlt man £ als die kleinste Zahl mit n, > m, dann folgt

lim P(| X, — X|>¢)=0.
m—»0oQ

O

Fiir die Konvergenz im p-ten Mittel gilt die Vollstandigkeit auch, soll aber hier nicht
bewiesen werden.
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Kapitel 3
Unabhangigkeit

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Im folgenden wird von Familien von
Teilmengen von ) stets stillschweigend vorausgesetzt, dafl sie {2 enthalten.

Definition 3.1.
(a) Teilmengen &1, ..., &, von F (mit Q € &;!) heiflen unabhdngig, wenn fiir A; € &;,
1<i<n,gilt: P(A;N---NA,) =P(4) - P(A,).
(b) Seien eine Indexmenge und &; fiir ¢ € I Teilmengen von F. Sie heiflen unabhdngig,
wenn je endlich viele unabhéngig sind.

Notation: Fiir zwei unabhingige Teilmengen &, & von F schreiben wir £ 1L &s.

Bemerkung 3.2.

(a) Sind die &; fiir ¢ € I unabhéngig und gilt D; C &; fiir i € I, so sind die D; fiir
¢ € I unabhangig.
(b) Gilt D L&, fiir 4 € I, so gilt D 1L |J,; &

Beweis. (a) ist klar.
(b) Fiir A € D und B € J;; & existiert ein ¢ € I mit B € &;, das heifit, daf
P(ANB) = P(A)P(B) gilt. O

Satz 3.3. Es seien D; fir i € I unabhdngige Teilmengen von F (stets 2 € D;). Sind
die D; durchschnittstabil, so sind die o(D;) fir i € I unabhingig.

Beweis. Es geniigt, das zu zeigen, wenn [ endlich ist. Sei etwa I = {1,...,n}. Esist
zu zeigen, dafl

(3.4) P(A10A2ﬂ---ﬂAn):ﬁP(Ai)

flr Az S O'(DZ) gllt

Fiir 0 < k£ < n sei Ly die folgende Aussage: Die Gleichung (3.4) gilt fiir alle A; €
o(D;) fiir i < k und fiir alle A; € D; fiir i > k.

Die Aussage L, gilt wegen der Unabhéngigkeit der D;. Wir zeigen L = Ly, fiir
0<k<n-1.

33
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Sei

A= {BEO’(D/C_H)Z P(A1ﬂ"'ﬂAkﬂBﬂAk+2ﬂ"'ﬂAn)
= P(A1) - P(Ap) P(B)P(Ags2) - - P(Ay)
fiir alle A; € 0(D;), i < k,und alle A; € Dy, i > k+2}.

Aus Ly, folgt A D Dyyq. Wir zeigen, dal A ein Dynkin-System ist (siehe Definition
1.3).

(a) Q € A gilt wegen Q € Dyyy.
(b) Fiir D € A gilt

PAN---NAND N AgaN---NA)
=PAN---NANA2N---NA,)
—P(AiN---NANDNAg2N---NA,)
= P(A1)P(A3) - - - P(Ag) P(Agy2) - - - P(Ay)
— P(4y) -+ P(A)P(D)P(Ays5) - - P(A,)
= P(A1) - P(Ag) P(D)P(Agyz) - - - P(Ay)
fiir alle A; gemafl den obigen Bedingungen, das heifit D¢ € A.
(c) Fiir paarweise disjunkte D; € A, i € N, folgt analog | J;°, D; € A.
Nach Satz 1.4 folgt A = 0(D41), das heifit, Ly q gilt. O

Definition 3.5. Die Ereignisse A; fiir 7 € I heiflen unabhdngig, wenn die Mengensy-
steme {A;,Q}, i € I, unabhéngig sind.

Bemerkung 3.6.

(a) Ereignisse A; fiir ¢ € I sind genau dann unabhéngig, wenn P(A4;, N---NA; ) =
P(A;)---P(A,;,) fiir jede Auswahl 4y,...,i, € I.

(b) Da das Mengensystem {A,Q} durchschnittstabil ist, folgt, wenn die Ereignisse
A; fir ¢ € I unabhingig sind, daf§ auch die o-Algebren {(), A;, A¢, Q} unabhéngig

sind; insbesondere dann auch die Komplemente A¢.

Lemma 3.7. Es seien D; C F fir ¢« € I unabhangig und durchschnittstabil. FEs
sei (Ix)kex eine Familie von paarweise disjunkten Teilmengen von I. Dann sind die

o (UjeIk Dj> fiir k € K unabhdngig.

Beweis. Fiir £ € K sei ﬁk die Familie der endlichen Durchschnitte von Elementen
aus D; fiir j € I;. Das Mengensystem Dy, ist offenbar durchschnittstabil, und da die D;
durchschnittstabil sind, hat jedes Element aus D;, die Gestalt AjN---NA; mitn €N,
A; € D, und paarweise disjunkten ji,...,J, € I;. Daraus folgt sofort, daf} die D, fiir
k € K unabhingig sind. Da Dy D D; fiir alle j € I ist, gilt 0(Ujer, Dj) = o(Dy). Das
Lemma folgt nun aus Satz 3.3. [
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Als Folgerung:

Satz 3.8 (KOLMOGOROFFSCHES 0-1-GESETZ). Sei (Fn)nen eine Folge von unabhdn-
gigen Teil-o-Algebren F,, von F. Seien F, = \[po, Fr und Too = (Vg Fn. Fiir
A€ Ty gilt P(A) € {0,1}.

Beweis. Nach Lemma 3.7 gilt %, ; 1L V-1 Fr, also nach Bemerkung 3.2(a): 7o AL
\i_, Fi, fur alle n € N. Nach Bemerkung 3.2(b) folgt dann 75, 1L 7, V,_; Fx. Da
die rechte Seite als Vereinigung einer aufsteigenden Folge von o-Algebren durchschnitt-
stabil ist, folgt nach Satz 3.3

n=1 n=1k=1
Nun ist aber F,, C \/52, F fiir alle n € N, also auch 7o, C /22, F,,. Nach Bemerkung
3.2(a) folgt also To AL To, das heifit, fiir A € T, gilt P(A) = P(AN A) = P(A)?, das
heift P(A) € {0,1}. O

Die Ereignisse in 7., werden terminal genannt. Der obige Satz ist vor allem fiir
unabhingige Zufallsgrofien interessant.

Definition 3.9. Die X;, i € I, seien auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) defi-
nierte (E;, &;)-wertige Zufallsgrofien. (Die mefibaren Raume (E;, £;) konnen verschieden
sein.) Die X; heifien unabhdingig, wenn die Teil-o-Algebren X;'(&;) unabhingig sind.

Beachte: Die X; miissen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein, da-
mit die Aussage einen Sinn hat.
Notation: Sind zwei Zufallsgroflen unabhingig, so schreiben wir X 1 Y.

Bemerkung 3.10.

(a) Sind D; C F fiir i € I unabhéngige Teilmengen und sind (E;, &;)-wertige Zu-
fallsgroBlen X; D;-&;-mefibar, so sind diese offenbar unabhangig.

(b) Sind X fiir 4 € I unabhingige (E;, &;)-wertige Zufallsgrofien und sind ¢; : E; —
E! (mit mefibaren Rdumen (E}, £;)) £;-E/-meBbare Abbildungen, so sind die ;0 X
offenbar auch unabhiingig (da (¢; o X;)1(&) = X; (¢ ' (£))) € X[ (&) ist).

(c) Die X; sind genau dann unabhingig, wenn fiir n € N und 4y,...,7, € I sowie
A €&y, ... A, €€, die Gleichung

P(X;, € A1,...,X;, € A) = [[ P(X;; € 4))

i=1

gilt. Man sieht daraus, daf fiir eine Folge (X,)nen von (E,&)-wertigen Zu-
fallsgrofien diese genau dann unabhéngig sind, wenn die Verteilung von (X,,)nen
die Produktwahrscheinlichkeit der Verteilungen der X, ist.

Im folgenden betrachten wir (R, B)-wertige Zufallsgrofien.
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Lemma 3.11. Zufallsgrofien X;, 1 € I, sind genau dann unabhdangig, wenn fir alle
neN, i,...,0, €l undty,...,t, €R

P(X;, <ty,..., X;, <tn) = [[ P(Xi; < 1)
j=1

gilt.

Beweis. { X; '((—o0,]):t € R} U {Q} ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensy-
stem von X; '(B). Die Behauptung folgt aus Satz 3.3. O

Eine andere Formulierung der Unabhéingigkeit ist die folgende:

Satz 3.12. FEs seien X, Y zwei unabhangige reelle Zufallsgrifien.

(a) Falls X und Y nichtnegativ sind, so gilt E(XY) = E(X)E(Y).
(b) Sind X,Y € L', so gilt XY € L' und E(XY) = E(X)E(Y).

Beweis. (a) Esseien F; := X 1(B) und F, := Y~}(B). Dann gilt F; I F,. Fir A € F;
erfilllt die Menge der nichtnegativen Fy-mefibaren Zufallsgroflen Y’ mit E(1,Y") =
P(A)E(Y') die Eigenschaften (a)—(c) von Satz 1.28. Demzufolge gilt diese Gleichung
fiir alle nichtnegativen Fy-mefibaren Y’, also insbesondere fiir YV selbst. Die Menge
der nichtnegativen F;-mefibaren Zufallsgréflen X' mit E(X'Y) = E(X')E(Y) erfiillt
ebenfalls die Bedingungen von Satz 1.28. Das gleiche Argument wie oben belegt, daf}
diese Gleichung fiir X’ = X gilt.

(b) Aus X LY folgt | X|L|Y'|. Somit folgt aus (a), daB gilt: E(|XY|) = E(|X|)E(]Y])
< 0o, wenn X,Y € L! sind, das heifit XY € £!. Die Gleichung E(XY) = E(X)E(Y)
folgt, indem X und Y in Positiv- und Negativteil zerlegt werden. [

Besonders niitzlich fiir die Untersuchung von unabhéngigen Zufallsgrofien sind die
charakteristischen Funktionen.

Satz 3.13. Es seien X, Y zwei unabhdngige Zufallsgrofien mit charakteristischen

Funktionen Xx beziehungsweise Xy. Dann ist Xx - Xy die charakteristische Funktion
von X +Y.

Beweis. Fiir alle ¢ € R gilt

E(ez’t(X—l—Y)) — E(eitXeitY) — E(ez’tX)E(eitY),
da e"X 1L €Y gilt. Der Beweis ist insofern unvollstindig, als Satz 3.12 nur fiir reell-
wertige Zufallsgrolen bewiesen wurde. Eine Zerlegung in Real- und Imaginarteil liefert
jedoch sofort die entsprechende Aussage fiir komplexwertige Zufallsgrofien. [
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Aus Satz 3.13 und Satz 2.49 folgt, dal die Verteilung von X + Y fiir unabhangige
Zufallsgréflen X, Y nur von den Verteilungen von X und Y abhidngt. Man nennt diese
Verteilung auch die Faltung der einzelnen Verteilungen.

Die Verteilungsfunktion von X + Y kann auch wie folgt berechnet werden: Seien
p=PX ' v=PY !l Dann gilt:

POCHY <0 = [ o) (n® v)(da,y)

mit f;(2,y) = lzty<ty = L(—oo,t—y)(%), da p ® v die Verteilung von (X,Y) ist. Nach
dem Satz von Fubini gibt das:

- /R ( /R 1(_oo’t_y](:c)u(d:v))v(dy)= /R F(t —y)v(dy),

wobei F' die Verteilungsfunktion von X ist. Gilt ferner p < A\, v < A, f = du/d\,
g = dv/dA\, so gibt das weiter:

- /R(/(—oo,t_y] f(x)da:>g(y)dy = /R(/(_w’t] flo— y)da;>g(y)dy
- /(oo,t] ( /R f(z = y)g(y)dy)d.

Demzufolge hat dann auch die Verteilung von X 4 Y eine Dichte beziiglich A, ndmlich
die Abbildung

o [ $o=ewis= [ fw)ale - )y
R R
Charakteristische Funktionen sind fiir die Berechnung jedoch oft einfacher.

Beispiel 3.14.
(a) Cauchy-Verteilung:
Behauptung: Sind X, Y unabhéngig und Cauchy-verteilt, so ist fiir A € (0, 1) die
ZufallsgroBe AX + (1 — A)Y auch Cauchy-verteilt.
Beweis: Fir A € (0,1) und ¢ € R gilt:

XAX—}-(I—A)Y(t) = E(exp(zt()\X + (1 — )\)Y))) = Xx()\t) . Xy((l - )\)t)
= exp(—|At]) exp(=|(1 = N)t]) = 7", 0

(b) Normalverteilung:
Behauptung: Ist X normalverteilt mit Mittelwert a und Varianz o2, Y normal-
verteilt mit Parametern a', 0’2, und gilt X 1LY, so ist X + Y normalverteilt mit
Parametern a + o' und o? + o”.
Beweis: Fiir t € R gilt:
2 ”

- - it — 2 42) . it — 42
Xxiy(t) = Xx(t) Xy (t) = exp (zat 5 t ) exp (mt 5 t )

1
= exp (i(a +ad )t — 5(02 + 0'2)t2).
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Das Kolmogoroffsche 0 — 1-Gesetz (Satz 3.8) soll nun auf unabhéngige Zufallsgrofien
angewandt werden. Sei (X,)nen eine Folge unabhéngiger ZufallsgroBen, und F,, :=
X, '(B). Es sei T die terminale o-Algebra der F,, wie in Satz 3.8. Mit S, sei Y7, X

n
bezeichnet.

Lemma 3.15. Sei (a,)nen eine Folge positiver Zahleﬂ rﬁit a, — 00. Dann sind Y :=
lim sup,,_, ., i—: und Y :=liminf,_, f—: Too-mefsbare (R, B)-wertige Zufallsgrofien.

Beweis. Fiir jedes m € N gilt

— S . 1 /e " , 1
Y:Iimsup—:hmsup—(ZXj—f— Z Xj) zhmsup—( Z Xj),
j=1

a a a
n—00 n n—>00 n j=mt1 n—00 n j=mt1

was offenbar F,,-meBbar ist. Daher ist Y T,,-meBbar. Fiir Y geht der Beweis gleich. [

Zufallsgroflen, die mefbar beziiglich einer o-Algebra sind, die die Eigenschaft aus
Satz 3.8 hat, sind fast sicher konstant:

Lemma 3.16. Es sei T C F eine o-Algebra mit P(A) € {0,1} fir alle A€ T. Ist Z
eine (R, B)-wertige, T-mefbare Zufallsgrife , so ezistiert ein c € R mit P(Z = ¢) = 1.

Beweis. Sei F(t) = P(Z < t) € {0,1} fiir t € R Die Funktion F ist nichtfallend.
Demzufolge sind drei Falle moglich:

(a) F(t)=0firallete R= P(Z >n)=1firallen = P(Z=00) =1.
(b) F(t)=1fiirallet e R= P(Z <n)=1firallen = P(Z=-0c0) =1.
(c) F springt an einer Stelle ¢y € R von 0 nach 1. Dann gilt

F(t0+%) —F(to—%> :P(Ze <t0—%, t0+%]) —1 firalleneN.

Somit ist dann P(Z = tg) = lim, e P(Z € (to— L, to+ 1) =1. O

Aus Satz 3.8, Lemma 3.15 und Lemma 3.16 ergibt sich also:

Satz 3.17. Es sei (Xp)nen eine Folge von unabhingigen Zufallsgréfen und (an)nen
eine positive Zahlenfolge mit lim,,_,o, a, = co. Dann sind Y = limsup,,_, f—: und
Y =liminf, i—: fast sicher konstant in [—oo, 00].

Beispiel 3.18.

(a) Die X, seien unabhéngig und Cauchy-verteilt, a,, = n. Aus Beispiel 3.14(a) folgt
sofort, da8 S,,/n auch Cauchy-verteilt ist. Somit ist fiir ¢ € R:

0</Cw%1+1x2dmzp(%20)

< P(sup % > c) nzee P(limsup& > c) =P(Y > o).

k>n n—oo N
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Nach Lemma 3.15 und Satz 3.8 folgt P(Y > ¢) = 1 fiir alle ¢ € R, das heifit
P(Y = c0) = 1. Analog zeigt man P(Y = —oc0) = 1.

(b) Die Zufallsgroen X,, seien unabhéngig und standard-normalverteilt. Nach Bei-
spiel 3.14(b) ist auch S, /y/n standard-normalverteilt. Wie oben folgt dann, daf§
lim sup,,_, o, Sn/v/n = oo fast sicher und lim inf,,_,, S, /v/n = —oc fast sicher gilt.

Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes (siche Kapitel 6 oder Einfithrung in die
Stochastik) 148t sich leicht nachweisen, daf fiir alle Folgen von unabhéngigen Zu-
fallsgroflen X,,, die die gleiche Verteilung und positive und endliche Varianz haben,
gelten: limsup,,_, . S,/v/n = 400 und liminf, ,, S,/y/n = —o0.

Aus dem Beispiel 3.18(a) ist ersichtlich, da8 S, /n im Cauchy-verteilten Fall nicht
fast sicher konvergiert. Dies widerspricht nicht dem Gesetz der grofien Zahlen, weil
Cauchy-verteilte Zufallsgrofien keinen Erwartungswert besitzen.

Satz 3.19 (STARKES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN). Sei (X,)nen eine Folge von

unabhdingigen Zufallsqréfien, die alle dieselbe Verteilung haben. Es gelte X; € L' fiir
allei € N, und es sei S, = >, X;. Dann gilt lim,_,o, Sp,/n = EX; fast sicher.

Beweis. Ein vollstandiger Beweis ergibt sich als Spezialfall des Ergodensatzes in Ka-
pitel 4. Unter der Zusatzbedingung X; € £* kann ein simpler Beweis wie folgt gefiihrt
werden: Sei ¢ = EX, (unabhingig von n), X/ := X,, —a. Es gilt EX] = 0, und
Sn/n — a fast sicher gilt genau dann, wenn )" | X/n — 0 fast sicher gilt. Man kann
also annehmen, dafl a = 0 ist.

Sei A, = {‘Sn—“| > #}, A =limsup,_,., An. Wir schitzen P(A,) mit der Markoff-
Ungleichung (2.39 mit p = 4) ab:

nl/2

(3.20) P(An) < - E(S}).

Nun ist

E(SY) = E((ﬁ: XZ->4) = E( zn: XilXZ-2XZ~3XZ~4>

11,12,13,24=1

= Y B(X;X;,X,X;,) =) _ E(X})+3) E(X}X})+ eine Summe
i1 i,i3,i4=1 i=1 i#j

von Erwartungswerten, in denen mindestens eine der Zufallsgrofien

Xi,, Xiy, Xiy, X;, als einzelner Faktor auftritt.

129 139

Eine Anwendung von Beispiel 3.12(b) ergibt, daf} diese letzten Terme null sind. Somit
folgt E(Sp) = nE(X1)+3n(n—1)(E(X?))?. Mit (3.20) zusammen folgt Y o | P(A,) <
oo, und aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma (Lemma 2.57) folgt P(4) = 0. Firw ¢ A
konvergiert S, (w)/n offenbar gegen Null. [
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Der Satz hat viele Verallgemeinerungen. Eine wichtige fiir nichtunabhangige Zu-
fallsgrofien wird in Kapitel 4 diskutiert werden.

Ein Gesetz der groflen Zahlen fiir nicht notwendig identisch verteilte Zufallsgrofien
ist der folgende Satz, der hier nicht bewiesen werden soll.

Satz 3.21. Seien X,, fiir n € N unabhdingige Zufallsgréfien in £2 mit EX, = 0. Ist
(an)n eine Folge positiver Zahlen mit a, — oo und gilt Y o EX2/a2 < oo, so gilt
lim,, o Sp/an = 0 fast sicher.

Angewandt auf identisch verteilte Zufallsgréen und a,, = n ergibt sich daraus die
Aussage von Satz 3.19, allerdings unter der Voraussetzung X,, € £2. Man kann jedoch
in Satz 3.21 in diesem Fall auch a, = n%*> oder a,, = n'/2(logn)®*% fiir § > 0 wiihlen,
nicht jedoch a, = n'/?(logn)'/? (da dann Y a;2 divergiert). Tatsichlich ist jedoch die
Aussage von Satz 3.21 noch richtig fiir diese letzte Folge. Aus Beispiel 3.18(b) folgt,
daB dies fiir a,, = y/n nicht mehr richtig ist. Wo liegt die Grenze? Das heifit, fiir welche
Folgen a,, — oo konvergiert S,,/a,, noch gegen Null fast sicher? Eine Antwort gibt das
beriihmte Gesetz vom iterierten Logarithmus.

Satz 3.22. Es seien X, fir n € N unabhdingige Zufallsgrofen in L2, alle mit derselben
Verteilung, und es gelte EX,, = 0. Dann gelten

Sn )
lim sup = o fast sicher und
nsoo 4/2nlog(logn)
lim inf Sn = —o fast sicher,

n—oo  /2nlog(logn)
wobei 0% = var(X,,) ist.

Der Beweis ist trickreich und soll hier nicht gefiihrt werden. Zum Schlufl noch eine
partielle Umkehrung des 1. Borel-Cantelli-Lemmas aus Kapitel 2:

Lemma 3.23 (2. BOREL-CANTELLI-LEMMA). Es seien A, fir n € N unabhdngige
Ereignisse mit Y - | P(A,) = co. Dann gilt P(limsup,_,. A,) = 1.

Beweis. Fiir n € N gilt

P(U ) =1-P( 45) =1 () )

—1- 10"_0[ P(AS)=1— (f[(l—P(Am)>.

Ein einfaches Lemma aus der Analysis besagt, daf§ wenn " ° | a,, divergiert fiir eine
Folge von Zahlen a,, € [0,1], das unendliche Produkt [[7,(1—a,) = 0 ist. (Falls nicht
bekannt: Ubungsaufgabe.) Somit ist P (| J*°_ A;) =1 fiir alle n € N, das heif}t

m=n

P(limsup A,) = P(ﬁ G Am) :JLIEOP(G Am) —1.

n—00
n=1m=n
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Bemerkung 3.24. Man kann auf die Voraussetzung der Unabhangigkeit in Lemma
3.23 nicht verzichten. Zum Beispiel gilt mit A, = A fiir allen € Nund 0 < P(A4) < 1
natiirlich 3, P(4,) = oo, aber P(limsup,_, A,) = P(4) < L.

Das Lemma spielt bei vielen feineren Untersuchungen iiber Folgen von unabhéngigen
Zufallsgroien eine grofie Rolle (zum Beispiel beim Beweis von Satz 3.22) Eine einfache
Anwendung ist das folgende Ergebnis:

Satz 3.25. Es sei (X,)nen eine Folge unabhingiger Zufallsgrofien, die alle die gleiche
Verteilung haben. Seip > 0. Dann gilt X,, € LP genau dann, wenn P(lim sup,,_, .. {|Xx|
> nl/P}) =0 ist.

Beweis. Es gilt X,, € £P genau dann, wenn |X,[? € £' ist, und {|X,| > n'/P} ist
gleich {|X,|? > n}. Es geniigt also, p = 1 zu betrachten.

Nach den beiden Borel-Cantelli-Lemmata (Lemma 3.23 und Lemma 2.57) gilt genau
dann P(limsup,, , {|X,| > n}) =0, wenn ) > P(|X,|>n)=> 7 P(Xi|>n)<
oo gilt. Sei p die Verteilung von |X,,|. Dann ist

S P(Xi] > n) = 3 wl(n,c0) = 3 nu((n,n + 1)),

Dies ist einerseits < [[* z pu(dz) = F|X| und andererseits > —1+> ">, (n+1) u((n, n+
1) > -1+ [z p(de) = -1+ E|X;|. O
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Kapitel 4
Stationare Prozesse

Im ganzen Kapitel 4 sei (2, F, P) ein fester, aber beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.1. Eine F-F-mefibare Abbildung 7": Q2 — Q heifit maferhaltende Trans-
formation, wenn PT~! = P gilt. Wir sagen dafiir auch, da§ P T-invariant (oder
invariant unter 7°) ist.

Mit Hilfe einer maflerhaltenden Transformation und einer Zufallsgrofie kann man
kanonisch einen stationiren Prozef} definieren:

Lemma 4.2. Fs seienY eine Zufallsgrifie und T eine maferhaltende Transformation
auf (Q, F, P). Definiere Xy :=Y und X,.1 = X, oT fiir n € N. Dann ist der Prozefs
(Xn)n stationdr.

Beweis. Seien n € N und t,...,t, € R Dann gilt:

P(X; <ty,..., X, <ty)=PT Y X <t1,..., X, < tp)
:P(XloTStl,,XnOTStn)
=P(Xy <ty,..., Xpp1 < ty).

Lemma 4.2 folgt nun aus Lemma 2.14. [

Umgekehrt kann jeder stationdre Prozefl in gewisser Weise so beschrieben werden.
Genauer: Zu jedem auf (Q, F, P) definierten, stationdren Prozef X = (X,,), existiert
ein mit Hilfe einer maflerhaltenden Transformation beschriebener, der dieselbe Vertei-
lung hat. Wie wir in Satz 2.11 gesehen haben, ist X nichts anderes als eine F-B-
mefbare Abbildung Q — RN. Sei P’ = PX ! die Verteilung von X. Die sogenannte
Verschiebungsabbildung 7': RY — RN, definiert durch T'((zy,3,...)) = (22, 73,...),
ist maferhaltend auf (RY, BN, P): Fiir A € BN gilt nimlich P'(A) = P(X € A) =
P(ToX e A) = PX T }(A) = P'T'(A) wegen der Stationaritiat von X. Natiirlich
ist P’ auch die Verteilung der Folge der Projektionen 7, 7,...: RY — R, denn
[T = (7, )nen ist die identische Abbildung auf RY. Offensichtlich gilt 7, = 7, 1 o T fiir
n > 2. Der Proze8 (m,), auf (RY, BY) ist also von der in Lemma 4.2 definierten Form
und besitzt dieselbe Verteilung wie X.

Wir werden die in Definition 4.1 beschriebene Situation zugrundelegen. Alle ge-
wonnenen Resultate, insbesondere der Ergodensatz (Satz 4.19), sind unmittelbar auf
stationare Folgen von Zufallsgroflen iibertragbar.

43
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Bemerkung 4.3. Eine mefibare Abbildung 7": 2 — € ist genau dann maflerhaltend,
wenn PT'(A) = P(A) fiir alle A aus einem durchschnittstabilen Erzeugendensystem
von F gilt. Dies folgt sofort aus Bemerkung 1.9.

Beispiel 4.4.

(a) Eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten ZufallsgroBen ist ein stationérer
Proze8.

(b) Sei @ = D := {z € C: |z| = 1}. Wir kénnen D als Kreis mit Radius 1 in
R? auffassen. Ubertréigt man von dem Intervall [0,27) die Borel-o-Algebra und
die gleichférmige Verteilung (=Lebesgue-Maf/27) auf D, so erhilt man einen
Wahrscheinlichkeitsraum (D, Bp, Ap). Fiir ¢ € D sei der Multiplikations- oder
auch Drehoperator T.: D — D definiert durch T.(w) := cw. Ist A C D ein
Intervall, so gilt offensichtlich A\pT. *(A) = Ap(A). Aus Bemerkung 4.3 folgt,
dafl T, maflerhaltend ist.

(c) Auf ([0,1),Bjo,1), A) betrachten wir die Transformation 7': [0,1) — [0,1), die
gegeben ist durch

2w fir w € [0,1/2),
2w—1 firwell/2,1).

7(0) = {

Fir0<a<b<1listT '([a,)) = [%, 2yu[«, 11) also folgt PT ([a,b)) =
b—a = P([a,b)). Die Mengen der Form [a,b) mit 0 < a < b < 1 bilden zusammen
mit () ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von Byg ;). Aus Bemerkung 4.3

folgt PT! = P.

Definition 4.5.

(a) Fiir eine Abbildung 7: Q — Q heifit eine Teilmenge A von Q T-invariant (oder
invariant unter T'), wenn 7 1(A4) = A gilt.

(b) Eine maflerhaltende Abbildung 7" auf (Q, F, P) heifit ergodisch, wenn fiir jede
T-invariante Menge A € F gilt: P(A) € {0,1}.

Bemerkung 4.6. Die Familie der T-invarianten Mengen aus F ist offenbar eine Teil-o-
Algebra von F. Diese wird meist mit J bezeichnet. Ist 7" ergodisch, so sagt man auch,
daBl J P-trivial ist. Nach Satz 3.17 ist in diesem Fall jede J-mefibare Zufallsgrofle fast
sicher konstant.

Fiir das folgende Lemma erinnern wir an die Diskussion nach Lemma 4.2:

Lemma 4.7. Es sei X = (X,,), eine Folge von unabhdngigen identisch verteilten
Zufallsgrifen auf (Q, F, P) mit Verteilung P' :== PX~'. Dann ist die Verschiebungs-
abbildung T: RY — RN (z,), = (Tns1)n, ergodisch auf (RN, BN, P').

Beweis. Fiir eine T-invariante Menge A € BN gilt fiir allen € Nauch A =T "(A) :=
(T™)1(A) = {(z1)r € RY | (zp4)r € A}. Demzufolge liegt die Menge X 1(A) =
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{w: (Xnt1(W), Xns2(w),...) € A} in Fory := V32,1 X, '(B). Da dies fiir allen € N
gilt, ist X~ (A) € T in der Notation von Satz 3.8, und aus diesem Satz folgt P'(A) =
P(X1(A)) e {o,1}. O

Bemerkung 4.8. Der obige Beweisgang zeigt folgendes: Die o-Algebra J der ver-
schiebungsinvarianten mefbaren Mengen in RY ist eine Teil-o-Algebra der terminalen
o-Algebra Too = (o, o(mp: k > n). Es gilt jedoch keinesfalls J = T, und ohne Be-
weis sei bemerkt, daf es ergodische Mafle auf (RY, BY) gibt, beziiglich denen 7, nicht
trivial ist.

Wir untersuchen nun den Multiplikations- beziehungsweise Drehoperator 7, aus Bei-
spiel 4.4(b) auf Ergodizitit:

Satz 4.9. FEs seien D = {z € C: |z| = 1}, Bp die Borel-o-Algebra auf D und Ap
das normierte Lebesgue-Maf$ auf (D, Bp) sowie T,: D — D definiert durch T,(w) :=
cw fur c,w € D. Dann ist T, genau dann ergodisch auf (D,Bp,\p), wenn ¢ keine
Einheitswurzel ist.

Beweis. Wir schreiben T = T,.. Ist ¢ eine Einheitswurzel, das heifit existiert ein
n € N mit ¢ = 1, so ist 7™ die Identitdt. Somit ist fiir jedes A € F die Menge
AUT'AU- - -UT "' A invariant unter 7. Wir wihlen ein A € F mit 0 < Ap(4) < 1/n
und erhalten

n—1
0<Ap(AU---UT ™A) <Y Ap(T*A) =nAp(4) < L.
k=0

Somit ist T" nicht ergodisch. Der Beweis der Umkehrung erfordert einige Vorbereitun-
gen:

Lemma 4.10. Seic € D keine Einheitswurzel. Dann liegt { c™: n € Ny } dicht in D.

Beweis. Die Folge (c"), besitzt mindestens einen Haufungspunkt wy € D. Seien
e > 0 und m > n zwei natiirliche Zahlen mit |¢" — wy| < € und |[¢™ — wy| < €. Dann
gilt [¢™ ™ — 1] € (0,2¢). Daraus folgt, daf§ fiir jedes w € D ein k € N existiert mit
lw — cFm )| < 2¢. Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. [

Wir benétigen noch das folgende maBtheoretische Resultat (Beweis als Ubungsauf-
gabe oder Satz 5.7 in dem Buch von H. Bauer):

Lemma 4.11. FEs sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und A eine
Algebra mit F = 0(A). Zue >0 und A € F ezistiert B € A mit P(AA B) < ¢.

Fortsetzung des Beweises von 4.9. Sei ¢ keine Einheitswurzel. Sei A die Familie
der endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter Intervalle in D, dann ist A eine

Algebra. Ist A invariant unter 7, mit Ap(A) > 0 und € € (0,4), so existiert nach
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Lemma 4.11 eine endliche Vereinigung B = |J-_, I; disjunkter Intervalle I, ..., I, C D
mit Ap(A A B) < eAp(A). Wir kénnen annehmen, dal Ap(Z;) < ¢ ist fiir i = 1 , M.
Wir haben

)\D(A A B) < SAD(A) < 28(1 — 8))\D(A) < 26()\1)(14) — )\D(A JAN B)) < 28/\D(B),

und daraus folgt

Mindestens eines der I; — kurz mit I bezeichnet — erfillt also die Ungleichung
Ap(ANI) > (1—2¢)Ap(I). Nach Lemma 4.10 existieren ein k¥ € N und ny,...,n; € N
derart, daf} die Intervalle 7711, T—"], ... T~ paarweise disjunkt sind und D bis
auf eine Menge von kleinerem Maf als 2¢ ausfiillen. Wegen der 7T-Invarianz von A und
Ap gilt fir j=1,... k:

Ap(ANT™™T) =

/\D(T_njA N T_nd) = )\DT_nj(A N I)
=A

p(ANT) > (1= 20)Ap(I) = (1= 28)Ap(T™1),

und dies fiithrt zu

p(ANT ™) 1—252AD ) > (11— 2)>

IIM:r

Daraus folgt Ap(A) =1. O

Die Transformation aus Beispiel 4.4(c) ist ebenfalls ergodisch. Um das einzusehen,
fiihren wir den folgenden Begriff ein:

Definition 4.12. Eine maflerhaltende Transformation T auf (2, F, P) heifit mischend,
wenn fiir alle A, B € F gilt:

(4.13) lim P(ANT"B) = P(A)P(B).

n—oo

Lemma 4.14. Jede mischende Transformation ist ergodisch.
Beweis. Ist A € F eine T-invariante Menge, so gilt
P(A)=P(ANA)=PANT "A) — P(A)P(A) firn — oc.

Daraus folgt sofort P(A) = P(A)?, das heit P(A) € {0,1}. O
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Lemma 4.15. Es sei A eine Algebra, die F erzeugt. Falls die Gleichung (4.13) fir
alle A, B € A gilt, so ist T mischend.

Beweis. Seien A,B € F und € > 0. Nach Lemma 4.11 existieren Ag, By € A mit
P(AA Ay) <eund P(B A By) < €. Daraus ergibt sich

IP(ANT"B) — P(4 N T~"By)| < P(A A Ag) + P(T™"B AT"By)

Die Folge (P(Ao N T~"By)),, konvergiert gegen P(Ay)P(By), und es gilt
|P(Ag) — P(A)| < P(AN Ay) < e sowie |P(By) — P(B)|<e.
Da e > 0 beliebig ist, folgt lim,_yeo P(ANT-"B) = P(A)P(B). O

Nicht jede ergodische Transformation ist mischend. Man sieht leicht ein, dafl der
Drehoperator T, auf D (siehe Beispiel 4.4(b)) fiir kein ¢ mischend ist.

Satz 4.16. Die in Beispiel 4.4 (c) definierte Transformation T auf ([0, 1), Bjo,1), A) ist
mischend.

Beweis. Fiir jede Menge A C [0,1) sind T"1AN [0, %) und T 1AN [%, 1) nur um 1/2
gegeneinander verschobene Mengen. Daraus folgt:

P(TT'AN[3,1)) =P(T'AN[0,3)) = P(T"'A)/2 = P(A)P([0,3)).

12
Eine analoge Uberlegung fithrt dazu, da fir n € Nund k = 0,1,...,2" — 1 gilt:
P(T"An[k2 ", (k+1)27 ") =PA)P([k27 " (k+1)27")).

Ist Ay die Familie der Intervalle der Form [k27™,(k+1)27") mit n € Nund 0 < k£ <
2™ — 1, so gilt also
lim P(T"™ANI)=P(A)P(I) fiir alle I € A,.
m—0o0
Diese Gleichung bleibt auch richtig, wenn I eine endliche Vereinigung paarweise dis-

junkter Intervalle dieser Form ist. Diese Intervallfiguren bilden jedoch eine Algebra,
die die Borel-o-Algebra auf [0, 1) erzeugt. Satz 4.16 folgt somit aus Lemma 4.15. O

Wir wollen nun nachweisen, dafl eine irreduzible, positiv rekurrente und aperiodi-
sche Markoffkette mischend ist. Sei I eine abzéhlbare Menge und P = (p;;); jer €ine
irreduzible, positiv rekurrente und aperiodische stochastische Matrix. Wie wir aus
der Vorlesung ,Einfiihrung in die Stochastik“ wissen, existiert eine eindeutige sta-
tiondre Wahrscheinlichkeitsverteilung auf I, das heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
mit )., 7(7)pi; = () fiir alle j. Das Mafl 7 und die Matrix IP definieren zusammen
nach Beispiel 2.29(c) ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (I, P(I)Y), das invariant unter
dem Verschiebungsoperator T': I — IV ist.
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Satz 4.17. Es sei I eine abzdahlbare Menge und P die Verteilung einer stationaren
irreduziblen, positiv rekurrenten und aperiodischen Markoffkette auf (IN, P(I)Y). Dann
ist T: IN — IN, definiert durch T((zn)n) == (ZTny1)n, mischend.

Beweis. Fiir k € N sei X,: IN — I die k-te Projektion, definiert durch Xy ((i,)n) :=
ig. Sei A die Algebra |J°_, o(Xi,...,X). Beachte, daB gilt: o(Xy,...,X,) =
Xm=1pm)) = {XM-1(C): C C I™}, wobei X(™ = (X;,..., Xp): IN — I™
die Projektion auf die ersten m Faktoren bezeichnet. Fiir jedes A € A existiert also
ein m € Nund ein C C I™ mit A = XM~YC0)={ie IN: XM() e C}.

Da o(A) = P(I)N ist, geniigt es nach Lemma 4.15 nachzuweisen, daf} fiir A, B € A
gilt:

lim P(ANT™"B) = P(A)P(B).

n—oo
Dies ist aquivalent zu

(4.18) lim P(X™ e 0, T"(X®) € D) = P(X™ € 0)P(X® € D)

n—o0

fir K, € Nund C C I™ sowie D C I*¥. Wir iiberlegen uns zunichst, daf} es geniigt,
die Gleichung (4.18) fiir endliche Mengen C und D nachzuweisen. Ist ndmlich D eine
beliebige Teilmenge von I*, so existiert zu € > 0 eine endliche Teilmenge D’ von D mit

P(X® e D)—- P(X® € D')| <e.
Wegen der T-Invarianz von P folgt

|IP(X™ e, T"(X®) e D) - P(X™ e C, T"(X%®) e D]
< |P(T"(Xx®) € D) = P(T"(X"W) € D)
<|P(X® ¢ D) - P(X® € D")| <e.

Da ¢ > 0 beliebig ist, geniigt es also, die Gleichung (4.18) fiir endliches D zu zeigen.
Fiir C ist das Argument dasselbe. Seien also k,m € N und C C I™, D C I* endliche
Mengen. Fiir n > m gilt:

P(XM™ ec, T(X®) e D)
= P((Xl, e ,Xm) € C, (Xn+1, e ,Xn+k) € D)
= >y Y P(Xi =iy, Xy =ty Xt = 1, Xk = Jk)
(%1 5eery im )EC (J1,.--,Jx)ED
= Z Z 7 (i1)Piyi - 'Pimflz‘mpz(:b;fn)%h © i
(il,...,im)EC (jl,...,jk)ED

Aus den Sitzen (9.26) und (9.29) aus dem Skript ,,Einfiihrung in die Stochastik“ folgt

lim,, o0 pf:L;m) = m(j1). Da die obigen Summen endlich sind, kénnen wir natiirlich die
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Summation mit dem Limes n — oo vertauschen und erhalten

lim P(X™ e ¢, T"(X™) € D)

n—00
= Z ﬂ-(il)piliz C Pig_tim Z W(jl)pjljz © Dik_1k
(zl,,zm)EC (]laajk)ED
=P(X™ c)P(X® e D). 0

Das wichtigste Ergebnis des 4. Kapitels ist der folgende Satz. Es sei daran erinnert,
da8 J die o-Algebra der T-invarianten mefbaren Mengen bezeichnet (sieche Bemerkung
4.6).

Satz 4.19 (ERGODENSATZ). SeiT eine maferhaltende Transformation auf (2, F, P),
und es sei X € L1(Q, F, P). Dann konvergiert %Z?;& X oT7 fast sicher fiir n — oo
gegen eine J-mefbare Zufallsgrofe Y, fir die [ X dP = [Y dP gilt.

Bemerkung 4.20.

(a) Ist T ergodisch, so ist nach Satz 3.17 jede J-mef3bare Zufallsgrole fast sicher
konstant. Wegen [ X dP = [YdP muB Y = [ XdP = EX gelten. Insbeson-
dere folgt aus dem Ergodensatz zusammen mit Lemma 4.7 das Gesetz der groflen
Zahlen.

(b) Es gilt auch Konvergenz im 1. Mittel. Dies soll hier nicht bewiesen werden.
Man beachte, dafl die £!'-Konvergenz nicht aus der fast sicheren Konvergenz und
Satz 2.55 folgt, da im allgemeinen keine integrierbare Dominante fiir die Folge

(% Z;L:_é XoTI ) existiert. Ein einfacher funktionalanalytischer Beweis fiir die

Konvergenz im 1. Mittel findet sich etwa in dem Buch ‘Ergodic Theory and
Information’ von P. Billingsley.

Beweis von Satz 4.19 (Katznelson & Weiss, 1981). Wegen der Zerlegung X =
X1t — X~ reicht es aus, den Satz fiir nichtnegative Zufallsgrofien zu beweisen. Sei also
X >0, und sei S, (w) = %Z;Z& X (T’w) (per Konvention: T%w = w).
Man definiert X (w) := limsup,, ., Sp(w) sowie X (w) := liminf,_,, Sp(w). Offenbar
gelten X oT = X und X oT = X. Daraus folgt sofort, da X und X J-meBbar sind.
Man zeigt nun, dafl

(4.21) /Xwg/xwg/xw

gilt. Wegen X < X folgt daraus X = X fast sicher, das heift, (S,), konvergiert fast
sicher gegen eine [J-mefibare Zufallsgrofle mit den gewiinschten Eigenschaften.

Wir beweisen nun die 1. Ungleichung in (4.21). Die Grundidee des Beweises ist
sehr einfach: Man schaut auf die ,,Zeitpunkte“ 0 = ng < n1 < ny < n3 < ..., fiir
die der durchschnittliche Zuwachs nHl [X(Triw) + - -+ + X(T™+ )] dem lim sup

1—n;
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ynahe“ kommt. Es ergeben sich zwei technische Probleme: Erstens kann man nicht
von vorneherein ausschliefen, da8 X = oo ist. Um diese Schwierigkeit zu umgehen,
schneidet man X ab. Fiir M € (0, 00) sei X3y = min(X, M). Sei ¢ > 0 beliebig. Fiir
w € 2 sei n(w) € N die kleinste Zahl k£ € N mit Si(w) > X (w) — €. Die Abbildung
n: Q — Nist F-P(N)-mefibar, denn fir £ € N gilt

{w:n(w)=k} = ﬁ{Sj<)?M—s}ﬂ{Sk2)?M—s}.

J=1

Die zweite technische Schwierigkeit besteht darin, dafi n als Funktion von w nicht
beschrénkt zu sein braucht. Allerdings gilt natiirlich limy_,oo P({w: n(w) > N }) = 0.
Es existiert also ein N, € N mit

(4.22) P{w:n(w) > N, }) <e.
Wir stutzen nun auch n(w) und X zurecht: Mit A := {w: n(w) < N, } seien
T {5 B () e
Gilt X (w) > M, so ist n(w) =1 (wegen S;(w) = X (w)), das heifit, es gilt w € A. Es
folgt also
(4.23) X(w) < X(w) fiir alle w.

Fiir w ¢ A gilt wegen 71(w) = 1 und X (w) = M die Abschiitzung

1 n(w)—1
(4.24) @) X(T Xy (w) —e.

j=0

Diese Ungleichung gilt auch fiir w € A, denn dann ist n(w) = n(w), und wegen (4.23) ist
die linke Seite von (4.24) nicht kleiner als Sy (,)(w), also auch nicht kleiner als X (w)—¢
nach der Definition von n(w).

Wegen (4.22) folgt

(4.25) /)?dp:/)?dwr )?dpg/XdPJng.
A Ac

Man definiert nun rekursiv:

no(w) :=

m(w) = ( );

(W) = -1 (W) + AT (W) fiir k € N\ {1}.
d

Fiir m € N sei K(w) die groite Zahl £ € N mit ng(w) < m. (Der Index K(w) hingt
natiirlich von m ab.) Wegen n(w) < N, folgt m — ng(,)(w) < Ne.
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Es folgt
m—1 Nk (w)(w)—1
X(Tw)> Y X(Tw)
Jj=0 Jj=0
ni(w)—1 na(w)—1 N (w)(w)—1
= X(T'w) + X(Tw)+-+ Y X(Tw).
J=0 j=ni(w) J=NK (w)—1(w)

Die Ungleichung (4.24), angewandt auf w, T™®)(w), T™W)(w),..., Trxw-1@)(y),
ergibt fiir die rechte Seite die Abschitzung

> m (W) (Xar(w) = €) + (n2(w) — m (W) (X (T () — €)
+o o (k) (W) = i) 1 (W) (X (T @) (W) — ).

Fiir alle w € Q und j € Nist X;(T7w) = X (w). Somit ist dieser Ausdruck

= Nk (w) (W) X (w) — Nk (w)(wW)e > mXa(w) + (MK () (W) — m) Xy (w) — me
> mXy(w) — N, - M — me.

Dividiert man durch m und beachtet [ X (TYw)P(dw) = [ X dP (denn T ist mafer-

haltend), so folgt:
= = N, M
/XdPE/XMdP— ~— —&.

m

Somit gilt wegen (4.25):

— N. M
/Xsz/XMdP— —&— Me.
m

Da dies fiir alle m € N und & > 0 gilt, folgt [ XdP > [ X/dP fiir alle M > 0.

Nach dem monotonen Konvergenzsatz (Satz 1.37) folgt [ XdP > [ XdP. Damit
ist die 1. Ungleichung von (4.21) bewiesen; die zweite folgt vollig analog und ist sogar
noch etwas einfacher, da X nicht nach unten abgeschnitten werden mufl. [

Bemerkung 4.26. Sei X = (X,,), ein stationdrer Prozefi. Die Verschiebungstransfor-
mation 7': RY — RY ist maBerhaltend fiir P’ := PX~!. Sei7; : RN — R die Projektion
auf den 1. Faktor. Die Zufallsgrofie X; liegt genau dann in £'(P), wenn m; in £L'(P)

liegt. In diesem Fall konvergiert nach dem Ergodensatz die Folge (% Z;.:Ol O Tj)

n

fast sicher gegen eine auf (RN, BY, P') definierte T-invariante Zufallsgrofie ) mit [ ¢ dP’
= [ 7 dP'. Das bedeutet aber nichts anderes als die P-fast sichere Konvergenz von
(% Z?Zl X j) i gegen Yo X. Ist T ergodisch, so konvergiert (% Z?Zl X j)n P-fast sicher
gegen FX;.

Wir konnen das auch auf irreduzible, aperiodische, positiv rekurrente Markoffketten
anwenden. Ist (X,), eine derartige stationire Kette auf einer abzihlbaren Menge [
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mit stationdrer Startverteilung 7 und ist f: I — R eine m-integrierbare Abbildung, so
folgt aus dem Ergodensatz und Satz 4.17 sofort

lim 3" (%) = [ far =3 16)r(0)

P-fast sicher.



Kapitel 5
Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 5.1. Sind A, B € F mit P(B) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A gegeben B durch P(A|B) := P(AN B)/P(B) definiert.

Sei X eine Zufallsgrofle mit Werten in einer hichstens abzdhlbaren Menge E (ver-
sehen mit der Potenzmenge als o-Algebra), wobei wir annehmen, daf§ P(X = z) > 0
fir alle x € E gilt. Fir Ereignisse A € F ist P(A|X = z) in diesem Fall durch
P(AN{X =z})/P(X = x) definiert. Diese Definition ist so nicht mehr méglich, wenn
P(X = x) = 0 fiir eine Menge von z € E mit positiver PX~!-Wahrscheinlichkeit gilt.
Ist X zum Beispiel eine reelle Zufallsgrofle, deren Verteilung eine Dichte beziiglich des
Lebesgue-Mafles hat, so gilt P(X = x) = 0 fiir alle x € R. Man ist natiirlich versucht,
P(A| X = z) als Limes von P(A|X € U,) zu definieren, wobei (U,)nen eine Folge
von ,,Umgebungen* von z ist, fiir die P(X € U,) > 0 und U, | {z} gilt. Ein solcher
Ansatz fiihrt jedoch zu endlosen Schwierigkeiten. Zum Gliick gibt es den Satz von
Radon-Nikodym. Eine Definition von P(A|X = z) ist damit ndmlich stets moglich,
jedoch nicht isoliert fiir einzelne x, sondern als Funktion von z.

Wir untersuchen zunéchst Eigenschaften der Funktion z — P(A | X = z) im Spezial-
fall P(X = z) > 0 fiir alle z € E. Fiir jede Teilmenge C' C E gilt offenbar:

(5.2) PAN{XeC}) =Y PA|X=2)P(X =1)= / P(A| X = 2)PX "' (dw).

Notation: Fiir eine allgemeine (E, &)-wertige Zufallsgrofie X sei
Pyix=.:= {wz E — [0,00): 9 ist £-B-mefibar, und es gilt
/ YdPX '=PAN{X e C}) firalle C € £ }.

Definition 5.3. Ein Element ¢ € P4 x—. heifit Version der bedingten Wahrschein-
lichkeit von A gegeben X.

Das Mafl v auf &€ sei durch v(C) = P(AN{X € C}) fiir alle C € & definiert.
Offenbar gilt v(C) < PX 1(C); insbesondere ist v also absolutstetig beziiglich PX !,
und die Bedingung v(C) = [,¢dPX"! fir alle C € £ besagt nichts anderes, als
daB v eine Radon-Nikodym-Ableitung von v beziiglich PX ! ist. Aus dem Satz von
Radon-Nikodym ergibt sich somit:

33
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Satz 5.4. Zu jedem A € F und jeder (E,E)-wertigen Zufallsgrifie X existiert eine
Version der bedingten Wahrscheinlichkeit von A gegeben X und ist bis auf PX ~!-fast
sichere Gleichheit eindeutig.

Bemerkung 5.5. Es existiert eine Version ¢ € P4 x—. mit ¢(z) < 1 fiir allez € E.

Beweis. Seien ¢ € Py x=. und C := {z € E:¢(x) > 1} € £. Die Annahme
PX~1(C) > 0 widerspricht [, (z)PX '(dz) < PX '(C). Somit gilt PX '(C) = 0.
Dann ist ¢’ = min(1, 1) offenbar auch in Py x- . O

Wir unterscheiden in Zukunft oft nicht zwischen P4 x—. und den Elementen darin.
Fiir ¢ € P4 x—. schreibt man einfach ¢y = P(A|X = .) und ¥(z) = P(A| X = z).
Man muf} sich jedoch dariiber klar sein, dal P(A|X = z) nur als Funktion von z
definiert ist und nur bis auf PX ~!-fast sichere Gleichheit eindeutig ist. Dies scheint
von marginaler Bedeutung zu sein, fiihrt jedoch auf die folgende Schwierigkeit: Fiir
jedes A € Fsei P(A|X = .) € Py x=. gewdhlt. Ist dann fiir jedes z € E die Funk-
tion F 3> A — P(A|X = z) ein Wahrscheinlichkeitsmafl? Im allgemeinen natiirlich
nicht, denn man kann ja P(A|X = .) auf einer PX ~'-Nullmenge ganz nach Belieben
festlegen. Man mag jedoch den Eindruck haben, daf} dieses Nullmengenproblem mit ei-
nigen kosmetischen Operationen analog zu Bemerkung 5.5 behoben werden kann: Sind
A, € F,n €N, paarweise disjunkte Mengen und A = [ J,,.y An, so sieht man leicht, daf3
Yool P(An| X = ) € Pyjx—. gilt, das heifit Y 0 P(A,|X = .) = P(A|X = .)
PX~!-fast sicher. Durch eine Korrektur von P(A|X = z) auf einer Nullmenge kann
man daher erreichen, da P(A|X = z) = Y 7 P(A,|X = z) gilt. Eine derartige
Korrektur miifite jedoch fiir jede Zerlegung von A erfolgen, und da eine Menge A
in der Regel iiberabzahlbar viele Zerlegungen in abzahlbar viele, paarweise disjunkte,
meflbare Mengen besitzt, stolt dieses naive Vorgehen offenbar auf Schwierigkeiten.
Zunichst eine Definition:

Definition 5.6. Es sei X eine (E,€&)-wertige ZufallsgroBe. Eine reguldre bedingte
Wahrscheinlichkeit gegeben X ist ein Markoffkern @ von (E, &) nach (2, F) mit der
Eigenschaft Q(.,A) € Py x=. fiir alle A € F.

Regulare bedingte Wahrscheinlichkeiten existieren nicht immer. Es gilt jedoch:

Satz 5.7. Ist Q) ein vollstindiger, separabler metrischer Raum und Bq die Borel-o-
Algebra, das heif$t die von den offenen Mengen in ) erzeugte o-Algebra, so existiert fiir
jede (E, E)-wertige auf (2, Bq, P) definierte Zufallsgrifie eine reguldire bedingte Wahr-
scheinlichkeit.

Beweis. Ein Beweis findet sich in Anhang A. 2.

Als néchstes sollen bedingte Erwartungswerte eingefiihrt werden. Sei Y eine zweite,
(R, B)-wertige ZufallsgroBe. Existiert eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit @) fiir
P gegeben X, so wird man E(Y | X = z) einfach durch [ Y (w)Q(z, dw) definieren (falls
Y € LYQ(z, .) fiir PX!-fast alle z € E). Reguldre bedingte Wahrscheinlichkeiten
sind jedoch fiir die Definition bedingter Erwartungswerte nicht erforderlich.
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Definition 5.8. Sei Y € £}(Q, F, P). Ein bedingter Erwartungswert E(Y | X = x) ist
eine £-mefbare, PX ~l-integrierbare Funktion in x mit

(5.9) / EY|X =x) PX‘I(dx) = E(le—l(c))
c
fir alle C € &.

Ist Y > 0, so besagt die Bedingung [, E(Y | X = z) PX '(dz) = E(Y1lx-1c))
nichts anderes, als dafl EF(Y | X = .) eine Radon-Nikodym-Ableitung des Mafles £ >
C — E(Y1x-1()) beziiglich PX ! ist. Existenz und Eindeutigkeit folgen in diesem
Fall aus dem Satz von Radon-Nikodym. Ist Y € £}(Q, F, P), so setzt man E(Y | X =
z)=EY*"|X =2x)—-E(Y |X =ux). Es folgt also:

Satz 5.10. Die E-mefibare Funktion E > x +— E(Y | X = x) existiert und ist bis auf
PX '-fast sichere Gleichheit eindeutig bestimmi.

Man beachte, dafi bedingte Wahrscheinlichkeiten Spezialfille von bedingten Erwar-
tungswerten mit ¥ = 14 sind. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
(bei bedingender Zufallsgrofie X : Q@ — FE) sind auf E definierte, £-mefbare, reell-
wertige Abbildungen. Man kann sie daher mit X : 2 — F zusammensetzen und erhalt
so auf ) definierte Abbildungen. Man schreibt dafiir meist

P(A|X):=P(A|X =.)oX bezichungsweise E(Y|X):=E(Y|X = .)oX.

Also sind P(A|X) und E(Y | X) auf (2, F, P) definierte reelle Zufallsgroen. Welche
Eigenschaften haben sie?
Satz 5.11. Seien Y € L'(Q,F,P) und A € F.

(a) Die Zufallsgrifen E(Y | X) und P(A|X) sind X ~'(E)-mepbar.
(b) Fiir alle C € X7'(&) gelten

/ E(Y|X)dP = E(1¢Y) und / P(A|X)dP=P(ANC).

Beweis. (a) ist klar nach Definition, und (b) folgt sofort aus dem Transformationssatz
1.49. O

Es folgt genauso wie oben, daff die Eigenschaften (a) und (b) E(Y | X) beziehungs-
weise P(A | X) bis auf P-fast sichere Gleichheit eindeutig festlegen. Die Eigenschaften
(a) und (b) legen eine allgemeinere Definition von bedingten Erwartungswerten nahe:
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Definition 5.12. Es seien Y € £'(Q2, F, P) und D eine Teil-o-Algebra von F. Ein be-
dingter Erwartungswert von'Y gegeben D ist eine auf 2 definierte Zufallsgrée E(Y | D)
aus L'(Q, F, P) mit

(a) E(Y | D) ist D-meBbar.
(b) Fiir alle C € D gilt [, E(Y |D)dP = [, Y dP.

Existenz und Eindeutigkeit folgen wieder wie oben: Ist Y > 0, so ist D > C —
i) ¢ Y dP ein endliches Maf} auf D, das absolutstetig beziiglich P ist. Somit existiert die
Radon-Nikodym-Ableitung auf (2, D), die der gewiinschte bedingte Erwartungswert
ist. Fiir Y € £! setzt man E(Y |D) = E(YT|D)— E(Y~ | D). Die Eindeutigkeit folgt
ebenso einfach: Sind @1,y € L1(Q, D, P) mit [,¢1dP = [, p2dP fiir alle C € D,
so folgt sofort ¢; = (o P-fast sicher. Eindeutigkeit hat man also wieder nur bis auf
P-fast sichere Gleichheit.

Beispiel 5.13. Seien Ay,..., A, € F paarweise disjunkt mit Q2 = A; U---U A,. Sei
D :=o0({A4,...,An}). Dann besteht D aus () und den Vereinigungen von Elementen
aus {Al,.. A } Sei X € LYO,F,P). Fir o € A; mit P(4;) > 0 setzen wir

= [, X(w) P(dw)/P(4;), und fiir o' € A; mit P(4;) = 0 setzen wir X' =0.
D1e Abblldung X ist offenbar D-mefibar, da sie auf jeder der Mengen A; konstant ist.
Fiir D € D mit Darstellung D = A;, U---U A4, gilt

[ Xrw) = i [ Xpa - i [ xtra) = [ xwra

Also erfiillt X die Bedingungen (a) und (b) in Definition 5.12. Somit gilt X = E(X |D)
fast sicher.

Der folgende Satz ist eine Auflistung der wichtigsten Eigenschaften bedingter Erwar-
tungswerte.

Satz 5.14. Es seien X, X1, X, € LY(Q, F, P), und D sowie D' seien Teil-o-Algebren
von F. Dann gelten:

(a) Ist D die triviale o-Algebra, das heifst D = {0,Q}, so gilt E(X | D) = E(X) fast
sicher.

(b) Ist X D-meflbar, so gilt E(X | D) = X fast sicher.

(c) Sind ay,a2 € R, so gilt E(a1 X1 + a9 X2 | D) = a1 E(X1|D) + aE(Xo | D) fast
sicher.

(d) Ist X >0, so ist E(X |D) > 0 fast sicher.

(e) Es gilt |[E(X |D)| < E(|X||D) fast sicher.

(f) Ist D' C D, so gilt E(X |D') = E(E(X |D)|D') fast sicher.

(g) Sind X und D unabhdngig, so gilt E(X |D) = E(X) fast sicher.
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Bewelis.

(a) Dies ist ein Spezialfall von Beispiel 5.13.
(b) Folgt unmittelbar aus der Definition des bedingten Erwartungswertes.
(c) Sei Y die rechte Seite der behaupteten Gleichung. Dann gilt fiir alle D € D:

/Yszal/E(X1|D)dP+a2/E(X2\D)dP
D D D

= al/ X1 dP + ag/ XodP (nach Definition 5.12(b))
D D
= / (a1X1 + G,QXQ) dP.
D

Auflerdem ist Y natiirlich D-mefibar, erfiillt also die definierenden Eigenschaften
fiir einen bedingten Erwartungswert von a;X; + a2 Xy gegeben D.

(d) Fiir alle D € D gilt [, E(X |D)dP = [, XdP > 0. Ist D ={E(X |D) <0},
so folgt P(D) = 0.

(e) B(X|D) = B(X*|D) — B(X~| D) = |[E(X|D)| < E(X*|D) + E(X~|D) =
E(X|| D).

(f) Sei wieder YV die rechte Seite der behaupteten Gleichung, und sei D' € D’. Dann
gilt [, YdP = [, E(X|D)dP = [, XdP,da D' € D ist. Da Y D'-mefibar
ist, folgt die Aussage.

(g) Die konstante Abbildung w +— E(X) ist natiirlich D-mefibar. Fiir D € D gilt we-
gen der Unabhéngigkeit [, X dP = E(1pX) =P(D)E(X) = [, E(X)dP. O

Fir bedingte Erwartungswerte gelten die uiblichen Konvergenzsatze entsprechend:

Satz 5.15. Seien X,, fir alle n € N und X integrierbare Zufallsgrofien mit X, — X
fast sicher, und D sei eine Teil-o-Algebra von F.

(a) Falls X,, > 0 fast sicher fir alle n € N gilt, so gilt das Lemma von Fatou:

E(X |D) <liminf E(X,, |D) fast sicher.

n—oo

(b) Ezistiert Y € L' mit | X,| <Y fast sicher fiir alle n € N, so gilt der beschrinkte
Konvergenzsatz:

E(X |D) = lim E(X,|D) fast sicher.
n—oo

Beweis. Der Beweis von (b) ergibt sich durch Anwenden von (a) auf X, + Y und
—X, + Y. Der Beweis von (a) folgt aus einer monotonen Version von (b):

(5.16) X € L', 0< X, X fast sicher = FE(X,|D)?1 E(X|D) fast sicher.
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Gelten ndmlich X,, > 0 fast sicher fiir alle n € N und X,, — X fast sicher (wie in (a)),
dann gilt Y,, :=inf,,>, X, T X fast sicher, und aus (5.16) folgt

E(X|D) = lim E(Y,|D) < liminf E(X, | D).

n—oQ n—,oo
Es bleibt noch (5.16) zu zeigen: Aus X, < X, < X fast sicher fiir alle n € N
folgt E(X,,|D) < E(X,4+1|D) < E(X|D) fast sicher fiir alle n € N. Die Folge

(E(X, | D))nen konvergiert also fast sicher gegen eine D-mefbare Zufallsgréfie Y mit
Y < E(X|D). Fiir alle D € D gilt

[wecipy-vyar= [ xap- [ var

/XdP / lim E(X, |D)dP
DTL‘)OO
/XdP— lim [ E(X,|D)dP

n—oo

n—oo

/XdP—hm X,dP =0.

Somit folgt Y = E(X | D) fast sicher. O

Satz 5.17. Seien X,Y € L' und X - Y € L'. Ist Y D-mefbar, so gilt E(YX |D) =
YE(X |D) fast sicher.

Beweis. Sind X >0 und Y = 1p mit D € D, so folgt fiir jedes D' € D

/YE(X\D)sz/ E(X |D)dP = Xsz/ 1pX dP.
7 DODI !

DND'!

Somit erfiillt YE(X | D) die definierenden Eigenschaften eines bedingten Erwartungs-
wertes von Y X gegeben D, das heifit, es gilt Y E(X | D) = E(XY | D) fast sicher.

Ist Y = >""  a;1p, mit a; > 0 und D; € D, also eine einfache, nichtnegative Zu-
fallsgrofie, so folgt diese Gleichung aus der Linearitdt. Sind Y, X > 0, so approximiert
man Y von unten punktweise durch einfache, D-mefibare Funktionen und verwendet
Satz 5.15(b). Der allgemeine Fall mit X,Y, X - Y € £! folgt durch die Zerlegungen
X=X"-X"udY=Y"-Y". O

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind Spezialfille von bedingten Erwartungswerten:
Man definiert P(A|D) := E(14|D). Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|D) ist
eine D-mefbare ZufallsgroBe, die [, P(A|D)dP = P(AN D) fir alle D € D erfiillt.

Mit Hilfe von bedingten Erwartungswerten kénnen wir nun den Limes im Ergoden-
satz auch im nicht ergodischen Fall identifizieren.



5. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND ERWARTUNGSWERTE 59

Satz 5.18 (ERGODENSATZ). Unter den Voraussetzungen von Satz 4.19 gilt

lim — ZX0T9 EX1|J),

n—oo 7,

wobei J die o-Algebra der T-invarianten Ereignisse ist.

Beweis. Sei A € J. Dann gilt 14 07" = 1, fiir alle n € N. Somit ist (X14) o T" =
(X oT™)14. Dann folgt sofort aus Satz 4.19

n—1 nl

1

_EI 7 = E 1) = '
nh_}ngon 0(XlA)oT n11_>110101A OXOT) 14X fast sicher,

Jj= Jj=

wobei X der fast sichere Limes von * Zn " X oT7 ist. Wendet man Satz 4.19 auf X1,
an, so folgt aber auch, daf§ % D (X 14) o T7 gegen eine J-meBbare Zufallsgrofie X 4

konvergiert mit [ X, dP = f X14dP. Es muB fast sicher X4 = 14X gelten. Somit
folgt [, X dP = [, X dP fiir alle A € J. Damit ist X = F(X | J) bewiesen. O
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Kapitel 6

Verteilungskonvergenz

6a. Einfiilhrung und der zentrale Grenzwertsatz

Bisher wurde nur das Konvergenzverhalten von Zufallsgrofen untersucht (zum Beispiel
fast sichere Konvergenz). Wichtiger ist aber oft das Verhalten der Verteilungen.

Beispiel 6.1. Es sei (X,,), eine Folge unabhéngiger Zufallsgrofen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit P(X; = 1) = p und P(X; = 0) = 1 — p fiir alle ¢ mit
einem p € (0,1). Dann ist S, := X; + - -- + X}, binomialverteilt mit Parametern p, n,
und es gilt fiir alle t € R (siehe Satz (5.10) in ,Einfiihrung in die Stochastik“)

(6.2) lim P(Lﬂp) < t) = B(t) = \/LQ_W/_t ey

np(l—p

Konvergiert die Folge dieser Zufallsgrofien? Aus dem Kolmogoroff’schen 0-1-Gesetz
und (6.2) folgt leicht (siehe das Argument in Beispiel 3.18), dafi limsup,,_, . (S, —
np)/+/np(l —p) = oo fast sicher und liminf, , (S, — np)/+/np(1 —p) = —oo fast
sicher ist. Die Zufallsgrofien konvergieren also nicht fast sicher. Man kann auch leicht
zeigen, dafl die Folge nicht in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Tatsachlich aber konver-
giert die Folge der Verteilungen von (S, — np)/+/np(l —p). Sei u, diese Verteilung,
und p sei die Standard-Normalverteilung.

Was bedeutet die Aussage ,u, konvergiert gegen p“? Gilt etwa u,(A) — p(A) fir
alle A € B? Offensichtlich nicht: Fiir jedes n existiert eine endliche Menge A, mit
pn(An) = 1. Setzt man A :=|J;°; Ay, so ist A abzdhlbar. Es gilt p,(A) = 1 fiir alle
n, aber u(A) = 0.

Die grundlegende Definition soll nun ganz allgemein fiir Wahrscheinlichkeitsmafle auf
einem metrischen Raum (S, d) gegeben werden, der ab jetzt fest gewahlt sei.

Definition 6.3.

(a) Die Borel-o-Algebra Bs sei die kleinste o-Algebra auf S, die die offenen Mengen
enthélt. (Bs wird auch von der Familie der abgeschlossenen Mengen erzeugt.)

(b) Mit P(S) sei die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf (S, Bs) bezeichnet.

(c) Das Symbol C(S) bezeichne die Menge der beschrinkten stetigen Funktionen
S—-R

61
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Bemerkung 6.4. Es seien v, u € P(S). Gilt [ fdp = [ fdv fir alle f € C(S), so gilt
=
Beweis. Sei ' C C abgeschlossen, und fiir n € N sei f, € C(S) definiert durch

fu(z) = max{(1 — nd(x, F)),0}. Offenbar gilt f, | 1z fiir n — occ.
Aus dem beschrankten Konvergenzsatz folgt

p(F)=lim [ fodp= lim | f,dv=uv(F).

Da die abgeschlossenen Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von Bg
bilden, folgt aus Bemerkung 1.9 die Behauptung p=v. 0O

Definition 6.5.

(a) Seien pn, u € P(S) fiir n € N. Die Folge (i )nen konvergiert schwach gegen p
(Notation: pi, — ), wenn limy, o [ fdp, = [ fdp fiir alle f € C(S) gilt.

(b) Es seien X,, und X (S, Bs)-wertige ZufallsgroBen, die auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) definiert sind. Falls gilt PX,! = PX !, so sagt man, die
Folge (X,)n konvergiert in Verteilung gegen X, und schreibt oft £(X,) = £(X).

Fiir S = R ist die schwache Konvergenz dquivalent zu einem gewissen Konvergenz-
verhalten der Verteilungsfunktionen. Das soll weiter unten diskutiert werden (siehe
Satz 6.9).

Der klassische zentrale Grenzwertsatz kann nun aus dem Stand bewiesen werden:

Satz 6.6 (ZENTRALER GRENZWERTSATZ). Es seien X, n € N, unabhdngige, iden-
tisch verteilte Zufallsgrofen in L*. Sei a = EX,, 0® = var(X,) >0, S, = > 7_, Xi.
Dann konvergiert L((S, — na)/(v/no)) schwach gegen die Standardnormalverteilung.

Beweis. Der einfachste Beweis verwendet charakteristische Funktionen, benotigt dann
aber einige Vorbereitungen. Der folgende mirakulése Beweis stammt von Charles Stein
(1972). Sei X, = (X) — a)/o. Dann ist ' := EX}, = 0 und o' := var X} = 1.
Ferner ist (S, — na)/y/no = »°7_; X}/y/n. Man kann also ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit annehmen, dal @ = 0 und 0? = 1 gelten. Sei f € C(R) und f(x) :=
f@) = 2 F(y)e(y) dy, wobei ¢(y) := e ¥/2/y/21 sei. Nach Definition 6.5 ist zu
zeigen, daf

[ v =B (S) 23 [ et
gilt, das heifit daB lim, o Ef(Sn/y/n) = 0ist. Sei h(z) := [ F(y)e(y) dy/o(z). We-

gen [% fody=0ist das auch gleich — [ f(y)o(y) dy/¢(x). Sei M = sup,cg | f(z)|.
Mit Hilfe der Tatsache ¢'(x) = —z¢(x) errechnet man fiir z > 0:

M [ M [t M
) < s [ e s [ Lomar= 1
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und analog fiir z < 0 die Abschétzung |h(z)| < M/[|z|. Daher ist die Abbildung
x +— zh(z) beschrinkt. Man errechnet auch leicht A'(z) — zh(z) = f(z) fir z € R
Somit ist A’ beschriankt und stetig. Es gilt:

ei(Sh) - (%) - m(5e(5)

wobei S, = > o X sei.
Wir entwickeln den zweiten Summanden nach der Taylor-Formel:

() =£(r(G1)) = vae(x()) (s [ (7))

=0 wegen X115, und EX1=0

Wegen EX?2 =1 ist dies

=5 (1(5) () v (32 [ (0(5) - () )

v
=:Up, =:Vn.

Sp

Fiir m € N sei A, ,,, das Ereignis { 7

Dann ist der obige Ausdruck
=E(Unla,,) + E(Vala,,) + E(Unlag,) + E(Valag,,)-

Da h' auf [—m,m] gleichméBig stetig ist und |U,| < 2H sowie |V,| < 2HX? € [}

gelten, folgt wegen % — 0 nach dem beschrankten Konvergenzsatz:

< m}, und es sei H := sup{|h/(z)|: x € R}.

lim E(Uy14,,)=0 und lim E(V,14,,) =0 firalemeN.
n—oo

n—oo

Ferner ist

. \_2H_/8,
|E(Unlas,)| < 2H P(AS,,) < WE(%

|E(Valas, )| <2H E(X{ 14 ) =2H E(X7) P(4;,,) < 2H/m’.

2
) <2H/m* und

Kombiniert man das, so ergibt sich limsup,, ,., ‘Ef (%)‘ < 2L Da m € N beliebig
ist, folgt lim,,_, Ef (%) =0. O
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Die Definition 6.5 ist formal sehr bequem; oft mochte man jedoch lieber wissen, fur
welche A € Bg gilt: p(A) = limy, 00 pin (4).

Satz 6.7. Es seien pn, p € P(S) fir n € N. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) pin = .

(b) limsup,, ., n(F) < u(F) fir jede abgeschlossene Menge F C S.
(c) liminf, o0 pn(U) > (U ) fir jede offene Menge U C S.

(d) limy, 00 n(A) = u(A) fir alle A € Bs mit u(0A) = 0.

Beweis. (a) = (b). Seien F abgeschlossen, ¢ > 0, und sei f.(z) := max{0,1 —
d(z,F)/e}. Die Funktion f. ist beschrinkt und stetig mit 1 < f.. Somit gilt
lim sup,,_, o0 pn(F) < limy oo [ fodpn = [ fodp. Es gilt f. | 1 fir e | 0. Aus
dem beschrinkten Konvergenzsatz folgt [ f.du | p(F) fir e | 0. Demzufolge gilt
lim sup,,_, o pn(F) < p(F).

(b) & (c) folgt sofort aus der Tatsache, dafl die offenen Mengen genau die Komple-
mente der abgeschlossenen sind.

((b) und (c)) = (d). Sei A € Bs mit u(dA) = 0; es sei A sei das Innere, A der
Abschlufl von A. Dann gelten

lim sup pn (4) < limsup pn (4) < p(A),

n—oo n—oo
lim inf p,(A) > lim inf,un(ﬁ) > ,u(/clj)
n—o0 n—oo

Aus p(8A) = 0 folgt u(A) = u(A) = p(A). Somit folgt (d).

(d) = (b). Sei F C S abgeschlossen. Eine einfache Uberlegung zeigt, da d(F?®) C
{z:d(z,F) = ¢} fiir alle § > 0 gilt, wobei F° := {x: d(z,F) < §} sei. Die Mengen
O(F°) mit § > 0 sind also paarweise disjunkt. Die Menge {&§ > 0: u(0(F%)) >0} =
U {6 > 0: p(d(F%) > 1/m} ist als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen
hochstens abzéhlbar. Es gibt somit eine fallende Nullfolge (6;)x mit u(9(F%)) = 0 fiir
alle k € N. Somit gilt limsup,,_, . pn(F) < limsup,,_, . pn(F%) = u(F%) fiir alle k.
Wegen F% | F haben wir u(F%) | u(F) fiir k — oo, also folgt (b).

(b) = (a). Sei f € C(S). Dann existieren a > 0 und b € R mit f(z) :=af(z) +b €
(0,1) fiir alle z € S. Die Menge Fi(k) = {x: f(x) > i/k} ist abgeschlossen fiir k € N
und 0 < ¢ < k. Fir v € P(S) und alle k € N gilt

ko koo
> %(v(ﬂ‘ﬁ) ) < [ Fav <30 L) —o(ED),
i=1 i=1
das heifit + ZZ CV(EY) < [Fdv < 4 ZZ 0 1/( ) (man beachte Fk(k) = (). Ange-
wandt auf i und g an Stelle von v gibt das zusammen mit (b): limsup,,_,, [ f du, <
[ fdp + 1/k. Da k beliebig war, folgt limsup,_ o [ fdu, < [ fdu, und wegen
a > 0 folgt limsup,_,o [ fdu, < [ fdp. Diese Ungleichung, angewandt auf —f,
gibt lim infn_moffd,un > ffdu. Il
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In diesem Zusammenhang ist das folgende Lemma niitzlich, das eine hinreichende
(aber nicht notwendige) Bedingung fiir schwache Konvergenz gibt:

Lemma 6.8. Seien p,,p € P(S) firn € N. Es sei U eine durchschnittstabile Teil-
familie von Bg, die die Figenschaft hat, daf jede offene Teilmenge von S als endliche
oder abzdhlbare Vereinigung von Mengen aus U dargestellt werden kann.

Gilt 1imy,_yo0 i (U) = u(U) fiir alle U € U, so gilt i, — L.

Beweis. Firm € Nund Aq,..., A, € U gilt nach dem Ein- und Ausschlu3prinzip

i (UA) =305 5 0, n-nd,)

Jj=1 k=1 J1<j2<<Jjg
m m
%
MZ(_l)k_H Z :u'n(A]'l mAjzn"'ﬂAjk) :N(U AJ)
k=1 J1<j2a<--<Jg j=1

Sei G C S offen. Dann existieren fiir jedes € > 0 ein m € Nund A,,..., A, € Y mit
w(G) < p (U;nzl Aj) + ¢ und U;”Zl A; C G. Somit ist

liminf 41,,(G) > liégg}fun([j Aj) = “(0 Aj> > u(G) —e.

n—oo
i=1 j=1

<
Il

Da e > 0 beliebig war, folgt die Aussage (c) von Satz 6.7. [

Mit Hilfe dieses Lemmas leiten wir fiir (S, Bs) = (R, B) ein einfaches notwendiges
und hinreichendes Kriterium fiir schwache Konvergenz her.

Satz 6.9. Es seien p,,p € P(R) fir n € N mit Verteilungsfunktionen F, von p,
beziehungsweise F von p. Es gilt genau dann u, — p, wenn fir jedes t € R, in dem
F stetig ist, lim, o F},(t) = F(t) ist.

Beweis. ,=“ Es gelte u, — p. Ist F stetigin t € R, so gilt u(9(—o00,t]) = u({t}) =
0. Somit folgt lim,_, F,(t) = F(t) nach Kriterium (d) aus Satz 6.7.

,<=% Es gelte lim, ,o F},(t) = F(¢) fir alle t € D := {2z € R F ist stetig in z }.
Das Komplement D¢ = {¢t: u({t}) > 0} = U,e,{t: u({t}) > 1/n} ist abzdhlbar.
Demzufolge ist D dicht in R.

Das System U := {(a,b]: a < b; a,b € D} ist durchschnittstabil. Jedes offene
Intervall 148t sich als abzdhlbare Vereinigung von Elementen aus U/ schreiben, und da
jede offene Menge sich als abzdhlbare Vereinigung von offenen Intervallen schreiben
1aBt, erfiillt ¢ die Bedingungen von Lemma 6.8. Es gilt

Tim yi,((a,0]) = lim (F(b) = Fo(a)) = F(b) = F(a) = p((a,b]) fiir (a,0] € U.

Nach Lemma 6.8 gilt p,, — p. O
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Als Folgerung von Satz 6.6 und Satz 6.9 ergibt sich der zentrale Grenzwertsatz in
der iiblichen Formulierung: (Die Funktion ® sei wie in (6.2) definiert.)

Satz 6.10 (ZENTRALER GRENZWERTSATZ). Es sei (X,), eine Folge von Zufalls-
grofien, die die Bedingungen von Satz 6.6 erfullen. Dann gilt fur alle t € R:

S, — na

lim P(

n—0o0

gQ:@m.

no

Beweis. & ist iiberall stetig. [

6b. Weitere allgemeine Eigenschaften der Verteilungskonver-
genz und Verteilungskonvergenz auf R?

Wir wollen zunéchst das Verhalten induzierter Wahrscheinlichkeitsmafle untersuchen,
wenn die Ursprungsmafle schwach konvergieren. Es sei also (i), eine Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen auf (S, Bs) mit u, — p € P(S). Ist h eine meBbare Abbildung
von S in einen zweiten metrischen Raum, so braucht natiirlich nicht p,h~' = ph~! zu
gelten.

Beispiel 6.11. Sei (z,), eine Folge in S\ {z}, die gegen ein x € S konvergiert. Dann
gilt 8,, — &,. Ist h: S — R durch h(y) = 1{;3(y) definiert, so gelten d,,h ! = § und
d;h ! = &1, also konvergiert d,, h~* nicht schwach gegen d,h .

Ist h jedoch stetig, so iibertragt sich die schwache Konvergenz auf die induzierten
Mafe:

Lemma 6.12. Seien (S,d) und (S',d") zwei metrische Riume, und h: S — S’ sei
stetig. Es seien p, und u Wahrscheinlichkeitsmafle auf (S, Bs) mit pi, — p. Dann gilt
ph™t = pht (auf (S', B)).

Beweis. Ist f € C(5), soist foh € C(S). Somit gilt

i [ fduat ) = lim (7o) dun= [(Fomdu= [ faun).

n—oo

O

Fiir gewisse Anwendungen, auf die wir spéater noch stoflen, ist die Forderung nach
Stetigkeit von h zu stark einschrankend. Wir benotigen zunachst den folgenden Hilfs-
satz:

Lemma 6.13. FEs seien (S,d) und (S',d') zwei metrische Riume, und h: S — S’ sei
Bs-Bg-meflbar. Dann ist Dy, :== {x € S : h ist nicht stetig in x } € Bs.

Beweis. Fiir m,n € Nsei A, = {z € S: Es gibt y,2z € S mit d(z,y) < 1/m und
d(z,z) < 1/m sowie d'(h(y), h(z)) > 1/n}. Offensichtlich ist A,,, offen. Somit ist

Dy, = UﬂAm’” € Bs.
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Satz 6.14. Es liege dieselbe Situation wie in Lemma 6.12 vor, h sei jedoch nur als
Bs-Bg-mefbar vorausgesetzt. Gilt u(Dy) = 0, so folgt ebenfalls p,h™" = ph='.

Beweis. Sei ' C S’ abgeschlossen. Dann gilt

lim sup pi, (b~ (F)) < limsup i, (h=1(F)) < u(h=1(F)).

n—0o0 n—o0

Es ist A= (F) C h='(F) U Dy. Wegen u(Dy,) = 0 folgt

und aus Kriterium (b) von Satz 6.7 folgt die Behauptung. O

Eine der sehr niitzlichen Eigenschaften der schwachen Konvergenz ist die, daf es
yverhaltnismafig grofie“ kompakte beziehungsweise relativ kompakte Mengen gibt.

Definition 6.15.

(a) Eine Teilmenge I' C P(S) heifit (sequentiell) relativ kompakt, wenn jede Folge
(f1n)n in T eine schwach konvergente Teilfolge hat. (Der Grenzwert muf nicht in
I liegen.)

(b) Eine Teilmenge I' C P(S) heifit straff, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge
K. C S existiert, so daf§ u(K,) > 1 — ¢ fiir jedes pu € T ist.

Bemerkung 6.16.

(a) Ist S kompakt, so ist P(S) offenbar straff.

(b) P(R) ist nicht straff, weil ndmlich schon die Familie { §,: € R} nicht straff ist.

(c) Ein einzelnes Wahrscheinlichkeitsmafl u € P(S) heifit straff, wenn {u} straff ist,
das heifit, wenn fiir jedes £ > 0 eine kompakte Menge K, existiert mit u(K,) >
1 —e. Ist S o-kompakt, das heiflt existiert eine Folge (K,), von kompakten
Mengen in S mit K,, T S, so ist jedes Wahrscheinlichkeitsmaf} straff. (Es gilt ja
w(K,) 1 u(S) = 1.) Dies ist fiir S = R oder S = R? der Fall.

Erstaunlicherweise gibt es jedoch eine grofle Klasse von metrischen Raumen, die nicht
unbedingt o-kompakt sind und in denen jedes Wahrscheinlichkeitsmaf} straff ist: nam-
lich vollstandige separable Raume. Diese Klasse umfasst separable Hilbert- und Ba-
nachrédume, wie etwa den Folgenraum [/ oder den Raum C10, 1] der stetigen Funktionen
[0,1] — R, versehen mit der Supremummetrik. Unendlichdimensionale Banachrdume
sind nie o-kompakt.

Die Aussage, daf} jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem vollstandigen, separablen
metrischen Raum straff ist, ist ein Spezialfall des Satzes von Prohorov, der in Anhang
A3 bewiesen wird:
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Satz 6.17 (SATZ VON PROHOROV). FEs sei S vollstindig und separabel. Dann ist jede
Teilmenge von P(S) genau dann relativ kompakt, wenn sie straff ist.

Um den Satz anzuwenden, ben6tigt man eine Eigenschaft der schwachen Konvergenz,
die jeder ,verniinftige“ Konvergenzbegrift hat:

Lemma 6.18. Seien i, € P(S) fir n € N. Dann gilt p, — pu genau dann, wenn
jede Teilfolge (11!)n von (pun)n ihrerseits eine Teilfolge (u"), hat mit p! = p.

Beweis. Das Lemma folgt unmittelbar aus der Definition 6.5 und der Tatsache, dafl
reelle Zahlenfolgen sich so verhalten. [

Als Anwendung davon kann ein sehr niitzliches Kriterium fiir schwache Konvergenz
auf R? bewiesen werden. Fiir z € R? sei m,: R? — R definiert durch 7,(y) = (z,y)
(Hier sei (-, -) das Euklid’sche Skalarprodukt).

Satz 6.19 (SATZ VON CRAMER-WOLD). FEs seien i, und p Wahrscheinlichkeitsmafe
auf (R?, BY) fiir n € N. Dann gilt p, = p genau dann, wenn 7, — pr; ' in (R, B)
fiir alle z € R gilt.

Beweis. Da 7, stetig ist, folgt aus , — p und Lemma 6.12 die Behauptung p,,7;* =
pm,t. Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir zunéchst die Projektionen 7; := m,,
1 < i < d, auf die d Einheitsvektoren e; € R?.

Da pu,m; ' schwach konvergiert, also insbesondere { i, m; *: n € N} relativ kompakt
ist, existiert fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge K; C R mit p,(m; '(K;)) > 1— ¢
fir alle n € N und alle i € {1,...,d}. Die Menge K := N", 7 (K;) C R* ist

abgeschlossen und beschrinkt in R?, also kompakt. Fiir alle n € N gilt:

d

pan( ) = g (U (K2))°) < 3 (i (K5)) <.

=1

Aus Satz 6.17 folgt, dal { 4, : n € N} relativ kompakt ist. Sei () ), eine beliebige
Teilfolge von (j1,),. Diese hat ihrerseits eine konvergente Teilfolge (u"), mit u/ = 1"
fiir ein " € P(R?). Fiir alle z € R? folgt dann p/7w;! = p"7 1. Wegen p,m;t = pmy
folgt um;! = p"n;t fiir alle z € RY. Damit stimmen auch die charakteristischen
Funktionen von pm ' und p”7! iiberein, insbesondere im Punkt 1. Somit gilt

ﬁm=/ﬂmmm=/wW@wm=/wW@wm=ﬁm.

Aus Satz 2.49 folgt 1 = p", und Lemma 6.18 148t die Behauptung s, — u folgen. O

Mit Satz 6.19 148t sich leicht eine mehrdimensionale Version des zentralen Grenz-
wertsatzes beweisen. Mit | - | bezeichnen wir die Euklid’sche Norm im R¢.
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Satz 6.20. Fs sei (X,), eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter, d-dimensionaler
Zufallsvektoren. Es gelte E|X;|* < cc. Seien a = EX, und ¥ die Kovarianzmatriz der
X;. Dann gilt £ (37 (X; —a)//n) = p, wobei p die d-dimensionale Normalvertei-
lung mat Mittel 0 und Kovarianzmatrix 3. ist.

Beweis. Sei T), := Y. ,(X; — a)/+/n. Nach Satz 6.19 geniigt es zu zeigen, daf fiir
jedes z € R? gilt: L((x,T,)) = pm, L. Esist (z,T,) =Y 1 ((z,X;) — (z,a))//n.

Die (z,X;), i € N, sind unabhéngige, identisch verteilte eindimensionale Zufalls-
grofien mit Erwartungswert (x,a) und Varianz o2 = E((z, X; — a)?) = 2!z, wenn z
als Spaltenvektor geschrieben wird.

Ist 02 > 0, so konvergiert £((z,T; /o)) nach Satz 6.6 gegen die Standardnormal-
verteilung, also konvergiert £((z,7,)) nach Lemma 6.12 (mit h: R = R, A(y) = o,y)
gegen die Normalverteilung mit Mittel 0 und Varianz o2. Gilt 02 = 0, so ist (z,7,,) =0
fast sicher nach Lemma 2.43(c), und somit gilt trivialerweise £({z,T})) — o, und &
ist nach unserer Konvention die Normalverteilung mit Mittel 0 und Varianz 0.

Nun ist aber pm;' die Normalverteilung mit Mittel 0 und Varianz 2. Damit ist
Satz 6.20 bewiesen. [J

Aus Satz 6.20 und Lemma 6.12 (oder Satz 6.14) konnen leicht neue Grenzwertsitze
hergeleitet werden. Beispiele dafiir werden in den Ubungen diskutiert.

6¢c. Schwache Konvergenz und Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit von Zufallsgrofien

Wie bisher sei (S, d) ein metrischer Raum. Es soll nun definiert werden, was es heifit,
daf§ eine Folge (X,), von (S, Bg)-wertigen Zufallsgrofen in Wahrscheinlichkeit ge-
gen eine ZufallsgroBe X konvergiert. Naheliegend ist es, die reellwertige Zufallsgrofle
d(X,, X) zu betrachten. Ist das stets eine ZufallsgroBe? Leider nicht in jedem Fall!
Man muf} dazu voraussetzen, dafl S separabel ist.

Ist (S, d) ein metrischer Raum, so betrachten wir den Produktraum (S x.S, d'), wobei

(w1, 22), (Y1,92)) = (d(@1, 41)* + d(@2, y2)?)"/? sei.
Lemma 6.21. Ist S separabel, so ist Bsys = Bs ® Bg.

Beweisskizze. Jede Produktmenge A x B, wobei A C S und B C S offen sind, ist
offen in S x S, das heif}t sie liegt in Bgys. Da diese Mengen Bs ® Bg erzeugen, folgt
Bs ® Bs C Bsxs. (Hier wird die Separabilitit nicht benutzt.)

Ist S separabel, so existiert eine abzidhlbare Basis { U;: ¢ € N} der Topologie von S,
und {U; x U, : i, j € N} ist dann eine abzihlbare Basis der Topologie von S x S. Somit
ist jede offene Teilmenge von S x S in Bs®Bs enthalten, das heifit: Bsyxs C Bs®Bs. [

Sind nun X und Y zwei (5, Bs)-wertige Zufallsgrofien, so ist (X, Y) eine (S xS, Bs®
Bs)-wertige Zufallsgroe. Die Abbildung d: S x S — R ist aber d’-stetig, also Bgy -
B-mefibar. Somit ist die folgende Definition sinnvoll:
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Definition 6.22. Es sei S separabel und X sowie X, fir n € N Zufallsgrofien mit
Werten in (S, Bs). Wir sagen, die Folge (X,,), konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen
X, falls d(X,, X) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, das heifit wenn fiir alle
e > 0 gilt: limy_o0 P(d(Xn, X) > &) = 0.

Satz 6.23. Konvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen X, so gilt L(X,) — L(X).
Beweis. Sei A € Bs mit P(X € 0A) = 0. Fiir ¢ > 0 gilt
P(X, € A, X ¢ 4) < P(d(X,, X) > ) + P(d(X, A) < &, X ¢ A).

Dies und dasselbe mit A¢ ergibt aufgrund von lim, ., P(d(X,,X) > ¢) = 0 die Ab-
schitzung:

limsup P({X, € A}JA{X € A}) < P(d(X,A) <e, X ¢ A)+P(d(X,A°) < ¢, X € A).

n—oo

Fiir den Grenziibergang £ | 0 gelten {d(X,A) < ¢, X ¢ A} | {X € 04 ﬂ Ac}
und {d(X,A°) < e, X € A} L {X € An0A}. Wegen P(X € 0A) = folgt
lim, o P{X, € A} A {X € A}) = 0, das heifit lim,_,,, P(X,, € A) = P(X € A).
Nach Satz 6.7(d) gilt £(X,) = £(X). O

Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig (Ubungsaufgabe).
Ein anderes niitzliches Ergebnis in diesem Zusammenhang ist das folgende:

Lemma 6.24. Es sei S separabel, und (X,), und (X)), seien zwei Folgen von (S, Bg)-
wertigen Zufallsgrifen. Gelten £(X,) = p und d(X,, X') — 0 in Wahrscheinlichkeit,
so gilt L(X!) = p.

Beweis. Seien F' C S abgeschlossen, € > 0, und F. := {z: d(z, F) <e}. Dann gilt

limsup P(X, € F) < limsup P(d(X,, X},) > ¢) + limsup P(X,, € F.) < u(F.).

n—00 n—00 n—00

Fir e | 0 gilt u(F.) | p(F). O

6d. Der Satz von Donsker

Wir betrachten S = C[0,1], die Menge der stetigen Funktionen [0,1] — R. Fiir
f:g € C[0,1] sei d(f, g) = sup;epo 1 | f(t) — g(t)]-

Bekanntlich ist (C[0, 1], d) vollstandig und separabel. (Wir schreiben auch C' statt
C[0,1].) Firn e Nund 0 < t; <ty < --- < t, < 1seim,, 1, : C — R* die endlich
dimensionale Projektion f — (f(t1), f(t2),--., f(tn))-
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Lemma 6.25. FEs gilt

Beweis. Sei B :=\/ ¢y 7 ' (B). Wir zeigen Bo = B'.

Da 7, stetig ist, ist fiir offenes U C R auch 7; *(U) offen, liegt also in Bi. Daraus
folgt B' C Be.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Fiir f € C[0,1] und € > 0 sei B.(f) :=
{geC:d(f,g) <e}. Dann ist

B.(f)= () {9€C:lgt)-ft)|<c}eB.

t€[0,1]NQ

Da C[0, 1] separabel ist, ist jede offene Menge als abzéhlbare Vereinigung von derartigen
,Kugeln“ darstellbar. Somit folgt B C B'. O

Wir streben nun langsam der Formulierung des Satzes von Donsker zu. Dieser ist
eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes, indem nicht nur die Asymptotik
der Verteilung von S,/+/n (wobei S, = > | X; mit unabhéingig identisch verteilten
X;) untersucht wird, sondern die Verteilung des gesamten Pfades. Aus rein formalen
Griinden ist es bequem, den Pfad als stetige Funktion darzustellen.

Es sei also (X;);en eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter, eindimensionaler
Zufallsgrofien, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Es sollen EX; =
0 gelten (falls nicht, ersetzen wir X; durch X; — FX;) und o? := EX? € (0,00). Wir
setzen Sy :=0und S, := > | X;. Fiirn € Nund w € Q definieren wir die Abbildung
Y, (w, .):[0,1] = R durch

k S
(6.26) Y, (w, —) = Sklw) (k=0,1,...,n) und lineare Interpolation.
n Vno

Man kann schreiben Y, (w,t) = (Spg(w) + (nt — [nt]) Xy 41(w))/(04/n), wobei [z] der
ganzzahlige Anteil der reellen Zahl z ist. Wir kénnen Y;, als Abbildung Q2 — C[0, 1]
auffassen. Fiir ein festes t € [0,1] ist die reelle Zufallsgrofie Y, (.,t) offenbar F-B-
mefibar. Nach Lemma 6.25 folgt, daB V,,: Q — C|[0, 1] eine (C, B¢)-wertige Zufallsgroie
ist. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit werden wir in Zukunft annehmen, daf
0% =1 gilt (sonst ersetze X; durch X;/0).

Der Satz von Donsker besagt, dafi £(Y;,) schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (C, Bc) konvergiert.

Da 7, 4, stetig ist, ist nach Lemma 6.12 fiir die Konvergenz von pu, := PY, !
notwendig, daf p,7;," , fiir n — oo auf (R™, B™) konvergiert.
Satz 6.27. Fur jedesm € N und 0 < t; <ty < --- < t, <1 konvergiert unﬂt:}___,tm
schwach auf (R™, B™) gegen die m-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Kovarianzmatriz (min{t;, t;}); ;.
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Wir betrachten zunéichst zwei Spezialfille: Fiirm = 1,¢, = list p,m = L(Y,(1)) =
L(S,/\/n), was nach dem zentralen Grenzwertsatz gegen die Standard-Normalvertei-
lung konvergiert. Fiir m =1 und ¢, = 0 ist p,m, ' = L(Y,(0)) = &.

Als Vorbereitung zum Beweis von Satz 6.27 benotigen wir das folgende

Lemma 6.28. Seid € N, und fir j = 1,...,d sei (,ugf))n eine Folge von Wahr-

scheinlichkeitsmaj}en auf (R B) mit pd B 0 e P(R) fir n — oo. Dann gilt
e B 0. @ ud quf (R, BY).

Beweis. Sei A; = {z € R: u¥({z}) = 0}. Das Komplement A¢ ist abzéhlbar, und
somit ist A; dicht. Sei B; C A, eine abzahlbare dichte Teilmenge von A;. Dann
ist { (aj,b;): a;,b; € B;} eine abzdhlbare Basis der Topologie von R, also ist U :=
{(a1,b1) % (ag,by) X --- X (aq,bq): a;,b; € B; fiir j =1,...,d} eine Basis der Topologie
von RY. U ist durchschnittstabil, und fiir (a1, b1) x --- x (ag,bq) € U gilt wegen des
Satzes 6.7(d)

d
,U,S) ® - .®/’L’$Ld)((a1’b1) X - ad,bd H a], —) HM (l]a

= u< > ®- @ pu >((a1,b1) .-+ X (ag, bg))-

Lemma 6.28 folgt nun aus Lemma 6.8. [

Beweis von Satz 6.27. Man kann voraussetzen, dafl ¢; > 0 gilt. Seien Zf") =

Zntl X/\/7 Z Znthtl +1X/\/7 (n) Z[nt::tm 1 X/\/7 (Fur =
R sei [z] := max{n € Z:n < x}, per Konventlon ist 30, := 0.) Die Zufalls-

(n)

groflen Z; .,Zf,? ) sind fiir jedes n € N offenbar unabhéngig. Es geniigt daher nach

Lemma 6.28, das Konvergenzverhalten von (Z](-n))n fiir festes j zu untersuchen. Es gilt
E(Z](-")) =L (ngi) Xz-/\/ﬁ>, wobei wir t5 := 0 und k(n) := [nt;] — [nt;_1] setzen.
Wegen lim,,_,, k(n) = oo folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz 6.6 beziehungsweise
aus Satz 6.10 fir alle s € R:

lim P e 12 dy.

(n) X;
s PO 7 <)

Nun gilt aber lim,,_, @ =t; — tj—1. Daraus folgt fiir allee > 0 und s € R:

= ®(s) :=

vl

k) o n)
n@op(z%gs)gy}ir?op(z \/t—tj 1+5):©(ﬁ+5)

j=1

und

i (3% <) > p& TP N DY S
nsoo N VT n—00 Vk(n) S VE o Vi =t
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Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt

S

s P 7 =) = (=m)

Die Abbildung s +— ® < \/t]iﬁ) ist aber die Verteilungsfunktion der eindimensiona-
len Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz t; —¢,_;.

Nach Lemma 6.28 folgt also, daf3 E(Zl("),...,ZT(r?)) fir n — oo gegen die Pro-
duktwahrscheinlichkeit dieser Normalverteilungen konvergiert, was die m-dimensionale
Normalverteilung » mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix (8;;(¢; — t;_1));,; ist.

Wir definieren jetzt eine lineare Abbildung f: R™ — R™ durch f(zy,...,2,) =
(x1, x1 + T2, T1 + T2 + T3,..., T3 + -+ + Tp). Nach Lemma 6.12 konvergiert die
Verteilung von

[nt1 nto Nntm

] o ot [t
x;, &y, X,
FE0, 2y = (3T S Y )
Vi e

=1

gegen vf~'. Sei (Uy,...,U,) eine Zufallsgrofe mit Verteilung v, dann besitzt die Nor-
malverteilung vf~! den Erwartungswert 0 und die Kovarianzmatrix mit Komponenten

1 J min{i,j} i J
E(Z Uy Us) = Y B+ Y. Y EWU)
k=1  s=1 k=1 k=1 s=1
k#s
min{i,j}
= Z (tk — tk—l) = min{ti,tj}.
k=1

Sei mun W™ = Y X, /\/n — Ya(t;). Offenbar ist [W™| < [Xp141|/v/n, falls
t; <1, und sonst Wj(n) = 0. Damit ist fiir ¢ > 0:

PUWV,... ) = 0 < (U > £))

Jj=1

g €
<> P(| Xl 2 V=) =mP (1% 2 Vi —) =0

s

1

<
I

fiir n — oo, das heifit, (Wl("), el n )) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0.
Nach Lemma 6.24 konvergiert dann auch L£(Y,,(t1),...,Y,(tm)) gegen vf~t. O

Konvergiert, wie behauptet, u, = L£(Y,) gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ p auf
(C, Bc), so konvergiert fiir allem € Nund 0 < ¢ <t < -++ <ty < 1 auch pm,|
gegen ,u7rt_1,1___,tm. Dieses Wahrscheinlichkeitsmafl muf also das in Satz 6.27 angegebene
Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R™, B™) sein. Gibt es ein derartiges Mafi p?
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Satz 6.29. Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (C,Bc) derart, daf fir
alle m € Nund alle 0 < t; < --- < t,, <1 das Maf :U'ﬂ-;,l...,tm die m-dimensionale
Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz (min{t;, ¢;});; ist.

Dieses Mafl 1 ist das sogenannte Wiener-Maf§ oder die Verteilung der eindimen-
sionalen Brownschen Bewegung. Die Eindeutigkeit von p folgt unmittelbar aus der
Bemerkung 1.9 und der Tatsache, daf§ die Menge {m,' , (A):meN, 0 <t <t <
cos <tym <1, A€ B™} ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B ist.

Die Existenz des Wiener-Mafles p wird simultan mit dem folgenden Satz bewie-
sen werden (Es sei daran erinnert, daf§ yu, die Verteilung der durch (6.26) definierten
Funktion Y;, bezeichnet.):

Satz 6.30 (SATZ VON DONSKER). Es gilt 1, — p auf (C, Bc).

Die Existenz in Satz 6.29 und Satz 6.30 folgen sofort aus der folgenden Aussage:
(6.31) {#n:n €N}  ist straff.

Aus (6.31) folgt namlich (mit Satz 6.17), dafi (u,), konvergente Teilfolgen enthélt.
Jedes Grenzelement p einer derartigen Teilfolge hat aber nach Satz 6.27 die richtigen
endlichdimensionalen Randverteilungen ,u7r{1’1___,tm. Damit ist die Existenz eines Mafles
mit den in Satz 6.29 geforderten Eigenschaften bewiesen, wenn man (6.31) hat.

Weiter folgt aus (6.31), daB jede Teilfolge von (i), ihrerseits eine konvergente Teil-
folge hat. Deren Grenzelement stimmt wegen Satz 6.27 mit dem Wiener-Maf} iiberein.
Aus Lemma 6.18 folgt dann p,, — p. Damit ist Satz 6.30 bewiesen. Wir verschieben
den Beweis von (6.31) auf den néchsten Abschnitt.

Aus dem Satz von Donsker und Lemma 6.13 folgt sofort

Satz 6.32. Ist h: C[0,1] — R eine Borel-mefbare Abbildung mit p(Dp) = 0 und ist
(X;): eine Folge unabhdingiger, identisch verteilter Zufallsgrofien mit EX; = 0 und
EX? =1, so gilt L(h(Y,)) = uh™', wobei Y, die durch (6.26) definierte (C,Bc)-
wertige Zufallsgrifle sei.

Dieser Satz hat zwei Aspekte. Einerseits liefert er die asymptotische Verteilung von
h(Y,), sofern man ph~! kennt. Der Grenzwert hiangt aber gar nicht von der speziellen
Gestalt der Verteilung der X; ab. Daher kann der Satz auch zur Berechnung von ph=!
herangezogen werden, wenn man die Verteilung der h(Y,) kennt. Man kann dazu die
Verteilung der X; beliebig wihlen, solange EX; = 0 und E(X;)? = 1 erfiillt sind. Meist
ist die Berechnung von L(h(Y,)) am einfachsten, wenn P(X; = +1) = 1/2 ist. Die
fiir diesen Spezialfall gewonnene Grenzverteilung gilt dann fiir jede Verteilung der X;.
Man nennt dies das Invarianzprinzip.

Anders ausgedriickt: Sind (X;)ieny und (X]);en zwei Folgen unabhéngig identisch
verteilter Zufallsgrofien mit FX; = EX] = 0 und FX? = E(X})? = 1, und sind Y,
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und Y, die dazugehorigen interpolierten Irrfahrten, so gilt fiir jede stetige Funktion
h:C[0,1] - R mit pu(Dp) =0

(6.33) lim £(h(Y,)) = lim L(h(Y))).

n—oo n—oo

Aus Satz 6.27 wissen wir schon, daf} fiir 0 < t; <--- <, =1 gilt:

(6.34) lim L((Ya(t),. .., Ya(tw))) = lim L((Y! (1), .., Y (tm)),

n
n—oo n—o0

und demzufolge (siehe Lemma 6.12) fiir jede stetige Funktion hA: R™ — R gilt:

(6.35) lim L(A(Y,(t1), ..., Ya(tw)) = lim LAY (t),. ... Y (tn))).

n
n—oo n—oo

Als Motivation fiir den Beweis von (6.31) im néchsten Abschnitt diskutieren wir (6.33)
und (6.35) in einem Spezialfall, ndmlich wo h: C[0,1] — R die Maximumfunktion

ist: h(f) = maxo<i<1 f(t), beziehungsweise h: R™ — R, h(zy,...,2,) = max’, ;.
Offensichtlich ist alles, was man fiir die Herleitung von (6.33) aus (6.35) zu tun hat, eine
Limesvertauschung von m — 0o, n — co. Genauer: Sei (t(()m), . ,tﬁﬁn))meN eine Folge

von Einteilungen 0 < t™ < ¢{™ < ... < ™ =1 des Einheitsintervalls, wobei wir der
Einfachheit halber annehmen, daff man die (m + 1)-te Einteilung durch Hinzunahme

eines Punktes aus der m-ten gewinnt. Ferner gelte lim,, maxlgigm(tgm) - tz(@) =0.
Offensichtlich gilt fiir jedes n € N

lim max Yn(tgm)) = max Y, (1),
m—so0 1<i<m 0<t<1
und demzufolge
L(max Y,(t)) = lim £(max Y,(t™)).

0<t<1 m—oo  1<i<m !

Die Aussage (6.33) folgt also aus (6.35), sofern wir

(6.36) lim lim £(maxY,(t™)) = lim lim £(maxY,(t™))
n—00 M—>00 3 m—r00 N—»00 3

zeigen (die Existenz der Limiten einmal vorausgesetzt). Es mag hier niitzlich sein, sich
an das Konvergenzverhalten von Doppelfolgen (@, )nmen reeller Zahlen zu erinnern.
Falls b, := lim,,_yo0 tpm und ¢, := lim,_, apm Sowie b := lim,,_,+ b, existieren: Unter
welchen Bedingungen gilt b = lim,;,, ;o ¢,?7 Eine hinreichende (aber nicht notwendige)
Bedingung ist bekanntlich, dal die Konvergenz von a,,,, — b, fir m — oo gleichmaflig
in n erfolgt, oder, was auf das gleiche hinauslauft, da§ (@), eine in n gleichméBige
Cauchyfolge ist, das heifit

sup lim  |apm — @pge| = 0.
n m,m’'—o0o

Ganz analog diskutiert man nun (6.36). Man zeigt also, dafi £(max]", Yn(tz(-m))) fiir
grofie m, m' nahe bei £(max, Y, (tgm ))) liegt, gleichméBig in n. Ein naheliegender
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Ansatz, dies zu diskutieren, besteht darin, die Fluktuationen von Y, (), 0 <t < 1, zu
untersuchen. Fiir f € C[0, 1] und 6 > 0 sei

ws(f) = sup{ [f(s) = f(1)]: 5,2 € [0, 1], |s —¢[ <4 }.

Offensichtlich ist ,

| max Y, (™) — max Yo ()] < wy(¥5)
fiir m' > m, falls m so grof ist, daf3 maxi(tz(-m) —tgi"f) < 4. Als Ubungsaufgabe moge der
Leser zeigen, dafi, wenn w;(Y;,) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert fiir 6 — 0,
gleichméaBig in n, das heifit, wenn
(6.37) (slim sup P(ws(Yy,) >¢) =0

—00 n

fiir alle € > 0 gilt, (6.36) folgt.

Es ist erstaunlich, dafl der im Vergleich zu der obigen Diskussion sehr viel allgemei-
nere Satz von Donsker sich ebenfalls aus (6.37) ergibt und diese Aussage die wirklich
entscheidende fiir (6.31) ist. Wir diskutieren das zusammen mit dem Beweis von (6.37)
im néchsten Abschnitt.

Es ist wichtig zu betonen, daf§ (6.33) nicht automatisch aus (6.35) folgt, daf also
(6.36) nicht fiir beliebige C[0, 1]-wertige Zufallsgrofien Y,, gilt. Als Gegenbeispiel dazu

betrachten wir exponentiell verteilte, unabhéangige Zufallsgrofien Xi, Xo,... und defi-
nieren i x
Zn(—>:= k, k=1,...,n,
n logn

und Z,(0) = 0. Wir definieren Z,(¢t) fiir ¢ € [0,1] durch lineare Interpolation. Fiir
jedes t € [0,1] und £ > 0 gilt dann

lim P(Zy(t) > €) < lim P({ Xjny/m > elogn } U{ X(ny41)m = elogn}) =0,

woraus sofort folgt:
lim £(max Z,(t™)) = 6,

n—oo
das heifit (6.35) gilt mit Z,, anstelle von Y, ¥, =0 und h(z1,...,z,) = max®, z;.
Andererseits ist aber fiir x > 0
P Zn(t) >z)=1—-P Zn
(tem[g% (t) > ) (tem[gf] (t) <=z)

=1 —P(lrgiangi < zlogn)

=-1— (1 _ e—wlogn)n =1 (1 _ n—w)n’
und demzufolge

lim P 7 1 firz <1,
Mm Pax Zn®) =3 0 fir g > 1,

also L(max; Z,(t)) = ;. Somit ist (6.33) (mit Z, anstelle von Y, und mit Y, = 0)
falsch, und demzufolge auch (6.36) beziehungsweise (6.37) fiir Z,,.
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6e. Beweis der Straffheit von (u,)

Die Grundlage des Beweises von (6.31) (und aller Beweise der Straffheit von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf C[0, 1]) bildet die folgende Charakterisierung relativkompak-
ter Teilmengen in C|0, 1]:

Fiir f € C[0,1] und ¢ < 0 sei wie oben

ws(f) :==sup{ |f(s) = f(t)|: s,t € [0,1], [s—t| <0}

Satz 6.38 (SATZ VON ARZELA-AScoLI). FEine Teilmenge A C C[0,1] hat genau dann
kompakten Abschlufs, wenn

(a) sup{ |f(0)|: f € A} < oo ist und

(b) limgygsup e ws(f) = 0 gelten.

Der Satz wird als bekannt vorausgesetzt. Er kann in ein Kriterium fiir die Straftheit
einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf C' iibersetzt werden:

Satz 6.39. Fine Folge (v,)n von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (C, Be) ist genau dann
straff, wenn

(a) limgtoo sup, vn({ f: [f(0)| > a}) =0 und
(b) limgyo limsup,, o n({ f: ws(f) > €}) =0 fiir alle e > 0 gelten.

Bemerkung 6.40.

(a) Fiir ein festes § > 0 ist die Abbildung f — ws(f) stetig auf C|[0,1]. Somit ist

{frws(f) > e} € Be.
(b) Die Bedingungen (a) und (b) aus 6.39 konnen wie folgt iibersetzt werden:

(6.41) V>0 Ja>0VneN: v,({f:[f(0)]>a}) <n,
(6.42) Ve, >030>03ng e NVn>ng: v,({ f:ws(f) >e}) <n.

(c) Da C]0, 1] vollstandig und separabel ist, ist jedes einzelne Wahrscheinlichkeitsmaf}
v straff. Fiir jedes n > 0 existiert also eine kompakte Menge K mit v(K) > 1—n.
Insbesondere folgt, daB fiir ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit v({ f: ws(f) > e }) <.
Damit folgt sofort, daf (6.42) dquivalent ist zu

(6.43) Ve,p>030 >0Vn e N: v,({f:ws(f) >e}) <n.

Beweis von Satz 6.39. Sei {v,: n € N} straff. Fiir n > 0 sei K eine kompakte

Menge mit v,(K) > 1 — n fiir alle n. Daraus folgen mit dem Satz von Arzela-Asoli
(Satz 6.38) die Aussagen (6.41) und (6.43).
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Um die Umkehrung zu beweisen, sei (), eine Folge, die (6.41) und (6.43) erfiillt.

Sei 7 > 0 vorgegeben. Nach (6.41) existiert ein a € R, so dafl die Menge A :=
{f:1f(0) < a} erfiillt: v,(A) > 1—n/2 fir alle n. Fiir ¥ € N sei ¢, so gewahlt,
daB v, ({ f: ws,(f) < 1/k}) > 1 —n/2kF* fiir alle n gilt. Nach Satz 6.38 hat K :=
ANz { f: ws(f) <1/k} kompakten Abschluf}, und es gilt

U (K®) < v (K°) gg Z%:’? fiir alle n € N.
k=1 0

Bemerkung 6.44. Hinreichend fiir die Aussage (6.41) ist natiirlich die Bedingung
vn({ f: f(0)=01}) =1, was bei unseren p, erfiillt ist.

Lemma 6.45. Die folgende Bedingung ist hinreichend fir (6.42):

(6.46) {V5>0V77>035€(0,1) Ing €N Vn > Yt €[0,1—4):

%Vn({ I SUPi<s<t+4 \f(s)—ft)] >€e}) <nm.

Beweis. Es gelte (6.46), und es soll (6.42) nachgewiesen werden. Seien ¢,7 > 0. Dann
wéhlen wir §y € (0,1) und ny € N nach (6.46) zu £/2, n/3 > 0 (anstelle von &, 7). Sei
m die kleinste natiirliche Zahl mit 1/m < &y. Wir setzen § := 1/(2m).

Ist f € C[0,1] mit ws(f) > €, so existieren Punkte ¢ < s mit |f(¢) — f(s)| > € und
[t—s| < 4. Zut, sexistiert k € Ny mit k <2m—2und k/(2m) <t <s < k/(2m)+20 =
k/(2m) + 1/m. Dann ist |f(t) — f(k/(2m))| > ¢/2 oder |f(s) — f(k/(2m))| > /2.
Somit ist

2m—2

k €
{fws(n)>ere J{r: . N CE () =5}
und somit gilt fiir n > ng:
2m—2 ]C c
vn({ [ ws(f) > €}) < Z v ({1 /(2m><§3,5<2m)+50 1-£(52)25))

< (2m —1) & g (2+50) <n
Damit ist (6.42) gezeigt. O

Bemerkung 6.47.
(a) Die Bedingung (6.46) folgt aus der Aussage, daf} fiir alle ¢ > 0 gilt:

1
limlimsup sup =v,({f: sup |f(t)— f(s)|>e})=0.
310 nooo tefo,1—-0] O t<s<t+o
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(b) Die Bedingung in Lemma 6.45 ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Straff-
heit. Der Leser moge als Ubungsaufgabe dafiir ein Beispiel angeben. Das Vor-
gehen, (6.42) durch (6.46) aus Lemma 6.45 zu ersetzen, erscheint auf den ersten
Blick schon grob. Tatsichlich geht jedoch fiir die Diskussion von Y,, beziehungs-
weise p, = PY,~! dabei nichts Wesentliches verloren. Fiir eine etwas ausfiihrliche
Diskussion dieses Punktes siehe das Buch von Billingsley: ‘Convergence of Prob-
ability Measures’, S. 57.

Die Bedingung in Bemerkung 6.47(a) soll nun fiir y,, = PY, " untersucht werden.
Natiirlich ist fiir 6 € (0,1) und ¢t € [0,1 — J]

pn({ [ sup [f(s) = f(t)] = e}) = P( sup [Ya(s) = Ya(t)] > &).

t<s<t+d t<s<t+d

Ist speziell t = k/n und t+ 6 = j/n (mit k < j), so ist:

|Skyi — Skl
su Y.(s) =Y, (t)| = max ———.
tgsgg—é‘ (5) ®) 1<i<nd  \/n

Fiir allgemeine ¢ € [0,1] und § € (0,1) mit ¢ +§ < 1 kann die linke Seite der obigen
Gleichung wie folgt abgeschétzt werden: Es existieren j, k € {0,1,...,n} mit £ < j

und k/n <t < (k+1)/nsowie (j—1)/n < t+§ < j/n. Dann gilt fir jedes s € [t, t+0]:
k k41 k
Yals) = Ya(®)] < [¥a() = Ya (5 )|+ max [¥2(5=) = va (7))

(50 -G

< 2 max
1<i<j—k

Demzufolge ist

. k+i
k41 k
Y,.(s) —Y,(t)] <2 ma Yn( )—Yn(—)‘=2 ma; ‘ X, n.
tssslgt)w‘ (8) ( )‘ o 1§Z’Sj)ik n n lgigj}ik r:zk—:}—l /\/_

Nun ist % < 6 und fiir n > 5 also j — k < 3nd. Somit ist fiir n > ; die rechte Seite
/+/n. Die Verteilung
dieser Zufallsgr6Be hiangt aber nicht von k ab. Somit ergibt sich fiir n > 1/4:

der obigen Ungleichung nicht grofier als 2 max;<j<sns ‘ijc 1 %r

‘Sz| g
sup P( sup |Y,(s) —Y,(t)| > ¢) < P( max > —).
t€[0,1—4] (t§s§t+6| (s) (®) ) (1§i§3n6 vn ~ 2

Ersetzt man den ganzzahligen Anteil von 3né durch m, so ist \/n > 1/m/(30). Damit
ist

P( a ‘S" > E) <P(max \S,| > c )
max — .
1<i<3nd \/n — 2/ T \i<i<m /m — /126

Fiir jedes feste 6 > 0 geht m — oo fiir n — oo.
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Um Bemerkung 6.47(a) nachzuweisen, geniigt es also fiir jedes € > 0 zu zeigen, daf}

1 Si
(6.48) lim lim sup —P(m,ax 15il > i) =0

010 mooo

gilt. Man kann nun versucht sein, P(max;<;<m |Si|/v/m > €/V/5) abzuschiitzen durch
S P(|Si|/v/m > €/V/d) analog zum Vorgehen in Lemma 6.45 mit der Ersetzung
von (6.42) durch (6.46), gemafl der Devise: Was einmal gut geht, geht auch ein zweites
Mal. Auf diesem Weg kann (6.48) jedoch nicht bewiesen werden. Tatsidchlich muff man
P(maxi<i<m |Si|/v/m > ) fiir A > 0 wesentlich genauer abschétzen:

Lemma 6.49. Fir alle A > 0 und m € N gilt

P(max [S] > A\Vim) < 2P(|Sn| > (A~ v2)V/m).

Beweis. Die Aussage ist trivial fiir A < V2. Sei also A > /2. Fir 1 < i < m sei
i—1
A= (IS < Wmn{[Si| > \Wm}.
7j=1
Die A; sind paarweise disjunkt, und es gilt
A= { max |9 > MWm} = L_JIAZ..

Wir haben

(6.50) P(A) = P(AN{[Su| > (A = V2)ym})
+ P(AN{[Sm| < (A= V2)y/m})
< P(ISm| > (A = V2)v/m)

+T§:P(Aj N{[Sm| < (A —V2)vm})

wegen A, N{ S| < (A —V2)y/m}=0. Firj=1,...,m—1 gilt
450 {18n] < 0= VWY € 450 { S — S5 = V2V ).

Da die Ereignisse 4; und {|S,, — S;| > v/2y/m } unabhiingig sind, ist die rechte Seite
von (6.50) nicht grofer als

651 P(Sal> (= VIV + 30 PA)P(S, - 5 > Vam).

=1
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Wegen
P(|Sm — S;| > v2m) < LE(( Zm: Xk)Q) _ 1y B(X2) <
"= - 2m _ 2m & H=2
k=j+1 k=j+1
kann (6.51) weiter nach oben abgeschitzt werden durch
1 & 1
P(|Sn| > (A= V2)vm) + 5} P(4)) = P(ISn| > (A= V2)Vm) + S P(A).

Jj=1
Demzufolge ist P(A) < 2P(|Sy| > (A —v2)y/m). O

Beweis von (6.48). Nach Lemma 6.49 und nach dem zentralen Grenzwertsatz ist (es
sei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung)

lim sup — ! (1<Z<m l/i > —) < hmsup(sf’(% > % — \/5)
<t i {P(J > 5= v2
(g
2((-o(g5 ) (559
- %@(—%4‘\/5).

Eine einfache Anwendung der Markoff-Ungleichung (Satz 2.39) ergibt, da8 fiir £ > 0

l;i(?;(b(_%—i_\/_) =0

gilt. Damit ist (6.48) bewiesen und somit die Straffheit der Folge (uy),- O

6f. Anwendungen

Der Satz 6.39 soll auf zwei Beispiele angewendet werden. Zunachst betrachten wir
h: C[0,1] = R, h(f) := supg<;<; f(t). Es ist leicht zu sehen, dal h stetig ist. Die X;
seien zunichst unabhiingige Zufallsgrofen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Seien
So:=0, S, :=> 1, Xi; und M, := max;<;<, S; fiir n € N. Die Verteilung von M, kann
leicht mit dem sogenannten Spiegelungsprinzip gewonnen werden (siehe ,Einfiihrung
in die Stochastik“, Lemma 4.1). Fiir [, k € Ny gilt

P(S,=1l+k)=P(S,=l+k, M,>k)=P(M, >k, S, =k—1).
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Damit ist
P(My>k)= Y P(M,>k, Sy=1+k)
I=—
—1 [e9]
=Y PM,>k, Sp=k+1)+> P(Sa=k+1)+P(S,=k)
l=— =1

=2P(S, > k)+ P(S, =k).

Wir {iberlegen uns kurz, da§ P(S, = k) fiir n — oo gegen 0 gleichméfig in & konver-
giert: Zunichst gilt P(S, = k) < P(S, = 0), wenn n gerade ist und P(S, = k) <
P(S, = 1), wenn n ungerade ist. Nach dem lokalen zentralen Grenzwertsatz ist fiir
gerades n aber P(S, = 0) ~ 1/v/27n, und fiir ungerades n ist P(S, = 1) ~ 1/v/27n
fiir n — oo.

Seien nun ¢ > 0 und ¢ > 0. Fiir geniigend grofles n existieren Zahlen k; = k;(n),
und ky = ko(n) € Ny mit t —e < ky/\/n <t < ko/\/n < t+e. Damit gilt nach dem
zentralen Grenzwertsatz:

. M, . M, _ ks(n)
1 Pl— > 1 Pl— >
o (ﬁ”)—n—i (\/ﬁ_ \/ﬁ)
=2 lim P \/5)227332013(%”“)
=2(1—®(t +¢)).

CQ

3

(Hierbei ist wie bisher ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.)
Analog (mit k1(n)) zeigt man

n@op(% > t) < 21— B(t—¢)).

Da ¢ > 0 beliebig und & stetig ist, folgt

n]i_)lglop(% < t) = 20(t) — 1.

Fiir ¢t < 0 gilt natiirlich P(M,/\/n <t) =0.
Aus Satz 6.39 folgt fiir das Wiener-Mafl u und obiges h:

Satz 6.52. Das Maf ph™" hat die Verteilungsfunktion t — max{2®(t) — 1,0}. O
Da supg<;<; Yn(t) = maxo<i<n Si/y/n ist, so folgt nun aus Satz 6.39

Satz 6.53. FErfillen die X; die Voraussetzungen von 6.39, so gilt fir allet € R

nh—{gop(orgﬂﬁ T < t) = max{2®(¢) — 1,0}.
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Wir betrachten nun eine andere Abbildung C[0, 1] — R, die mit g bezeichnet wird.
Fir f € C sei g(f) = M{t € [0,1]: f(t) > 0}), wobei A das Lebesgue-Maf} sei. Die
Funktion ¢ ist nicht iiberall stetig; zum Beispiel ist g unstetig in f = 0. Es gilt jedoch
(zur Definition von D, siche Lemma 6.13):

Lemma 6.54.

(a) g ist Be-B-mefibar.
(b) 1(D,) = 0.

Beweis. Wir definieren die Abbildung ¢ : C[0,1] x [0,1] — R durch ¢(f,t) = f(?).
Leicht ist zu sehen, daf 9 stetig ist, also Bexjo,11-B-mefibar. Da C' und [0, 1] separabel
sind, so folgt vollig analog wie in Lemma 6.21, dall Boyjo1) = Be ® Bjp,y) gilt. Damit
ist ¥ Be ® Bj,1;-B-mefibar.

Beweis von 6.54(a). Sei A = {(f,t): f(t) > 0} = ¢'([0,00)) € Be ® By, Fiir
feCistg(f)=A{t: (f,t) € A}). Nach Satz 1.53 ist dann die Abbildung f +— ¢(f)
Bco-B-mef3bar.

Beweis von 6.54(b). Man bemerkt zunéchst, da§ g(f) = fol Lio,00) (f(2)) dt ist. Ist
f € C mit A({t: f(t) = 0}) = 0, und ist (f,), eine Folge in C' mit d(f,, f) — 0,
s0 gilt 1j0,00)(fn(t)) — lpo,00)(f (%)) fiir A-fast alle t € [0,1]. Nach dem beschrankten
Konvergenzsatz folgt dann ¢(f,) — g¢(f). Es ist somit gezeigt, dal die Inklusion
Dyc{f: X{t: f(t)=0}) >0} gilt.

Es soll nun gezeigt werden, daf§ pu({ f: M({t: f(t) =0}) > 0}) = 0 gilt. (Analog
wie oben zeigt man, da8 f — A({¢: f(t) = 0}) meBbar ist.) Die obige Aussage ist
aquivalent dazu, daf3

0= / A({t: £(t) = 0})u(df) = /C /[ (o o )70 e

ist. Nach dem Satz von Fubini ist jedoch
[ aweuntodu@ = [ [ oo
c Jo,1] [o1]JC
— [ ut{s @y =opde= [ w0t
[0,1] [0,1]

was in der Tat gleich null ist, da p, ! fiir ¢ > 0 die Normalverteilung mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz ¢ ist. Damit ist Lemma 6.54 bewiesen. [J

Es ist somit gezeigt, dafl g die Voraussetzungen von Satz 6.32 erfiillt. Die Berechnung
von L(g(Y,)) im Spezialfall, wo P(X; = £1) = 1/2 ist, ist elementar und wurde
in ,Einfithrung in die Stochastik“ durchgefiihrt. Es gilt das sogenannte Arcussinus-
Gesetz: Fiir ¢t € [0,1] gilt lim, o P(g9(Y,) < t) = 2/7 - arcsin/t. Dies ist somit die
Verteilungsfunktion von ug~!. Es ergeben sich wiederum zwei Sitze:
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Satz 6.55 (ARCUSSINUS-GESETZ). Die auf (C,Bc,p) definierte Zufallsgrifie f —
M{t: f(t) > 0}) hat die Verteilungsfunktion t — 2/ - arcsin~/t (fir t € [0,1]).

Satz 6.56. Erfillen die X; die Voraussetzungen von Satz 6.39, so gilt firt € [0, 1]

2
lim P(g(Y,) <t) = = - arcsin V/%.

n—00 T

Meist wird dieser Satz fiir etwas andere Zufallsgrofien formuliert: Es ist nicht sehr
schwer zu zeigen, da8 g(¥,) — 2|{m < n: S, > 0}| in Wahrscheinlichkeit gegen 0
konvergiert. Das soll hier nicht bewiesen werden. Nach Lemma 6.24 folgt dann, dafl
auch £ (£[{m <n: S, > 0}|) asymptotisch nach der Arcussinus-Verteilung verteilt
ist.



Anhang

7a. Beweis des Satzes von Ionescu-Tulcea (Satz 2.27)

Wir verwenden die Notationen aus Kapitel 2 und setzen zur Abkiirzung Q := EN. Fiir
n € N sei F, := 7(™~1(E). Die F, sind Teil-o-Algebren von &N mit

eN=\/ 7

neN

FiCF CFC...

Da 7(™ surjektiv ist, ist die Zuordnung £ 3 A — 7™~1(A) € F, bijektiv. Demzu-
folge entsprechen sich Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, F,) und auf (E",E™) einein-
deutig iiber die Zuordnung: y € P(E", ") — fi € P(Q, F,) mit g(x™~1(A)) := u(A).
Die WahrscheinlichkeitsmaBe Q) auf (€, F,) seien auf diese Weise aus den Wahr-
scheinlichkeitsmafien Q™ von Kapitel 2 konstruiert. Die Vertriglichkeit der Q™ ist
gleichbedeutend damit, daf§ fir n <m

Q(m) = Q(ﬂ)

gilt. QU™ |, ist dabei die Einschrinkung von Q™ auf F,. Demzufolge definieren die
Q™ eindeutig eine Abbildung Q@ : |,y Fn — [0, 1], deren Einschrinkungen auf die 7,
gleich Q™ sind. A := U,, F. ist offenbar eine Algebra und () ein Inhalt, der Q(2) = 1
erfiillt. Wir zeigen, daB Q auf A o-additiv ist. Mit dem Satz von Carathéodory la8t
sich dann @Q eindeutig zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl @Q auf o(A) = EN erweitern,
und natiirlich gilt dann Q|z, = Q™), also Q7™ = Q™. Wegen Q(Q) < oo ist die
o-Additivitat dquivalent zu der Bedingung

(7.1) A, €A, neN, A, 0= Q(A,) 0.

Wir definieren Kerne K, ,, von (2, F,) nach (2, F,) fiir n < m folgendermafien: Fiir
z € E™ist K, (z, -) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (£, £) und demzufolge §,® K, (z, -)
ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (E"™' £"*1), das wir wie oben ausgefiihrt zu einem
Wahrscheinlichkeitsmaf} §, ® K, (z, ) auf (€, F,11) hochheben kénnen. Wir definieren
den Kern K, ;1 von (2, F,) nach (€2, F,.1) durch

Knni1(2,+) = 6p gy @ Kn(rMW(),-)  fiirz € Q und n € N

85
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und rekursiv:

(7.2) Kpmii(z, A) = /I?n,m(x, dy) Kmmi1(y, A).
Man beachte, daf} fiir x € 2 und n < m gilt:

(7.3) Kpm(z, QM) =1,

wobei

Q) = {y: 7™ (2) =7™(y) }.

Der Leser moge sich von den folgenden Sachverhalten selbst iberzeugen: Fiirn <! <m
gilt

(7'4) En,m(xa ')|7"z = Eﬂ,l(‘r’ )
und
(7.5) Qm = QuKnm fiir n < m.

Wegen (7.4) 1Bt sich fiir z € €, n € N, eindeutig ein Inhalt K, (z,-) auf A definieren
mit K,(z,-)|7, = Knm(z,-), und es gelten wegen (7.5) fiir A € A

(7.6) Q) = [ Gulde) Rl
und
(77) I?'fl(x’ A) = /Q Kn,n-l—l(x’ dy) An+1(y’ A)

- /( )Kn,n+1($ady)f?n+1(y’A)'
Q"

Die erste Gleichung in (7.7) ergibt sich aus (7.2) und die zweite wegen (7.3). Wir zeigen
nun (7.1). Seien A, € A, A, |, lim, , Q(A,) > 0. Wir zeigen, dafl x € Q existiert
mit z € A, fiir alle n. Mit Induktion nach m konstruieren wir eine Folge (z,,) mit

(7.8) lim Ko (Tm, An) > 0
n—oo

und

(7.9) T € Q(x’:‘nj), m > 2.

m = 1: Wir wenden (7.6) fiir n = 1 an. K,(-, A,) ist ecine monoton fallende Folge
Fi-mefibarer, positiver, beschrankter Funktionen. Aus lim, ,. Q(A,) > 0 folgt, dafl
der Limes dieser Folge nicht identisch verschwindet. Demzufolge existiert z; € {2 mit

lim I?l(:rl,An) > 0.

n—00
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~

Induktionsschlufl m = m + 1: Wir wenden (7.7) an. Aus lim, o Kp(Zm, An) > 0
folgt ganz gleich wie oben, dafl z,,,1 € Q;(Z,nn) existiert mit lim,, o I?mﬂ(xm“, Ap) > 0.

Damit ist eine Folge ()., konstruiert worden, die (7.8) und (7.9) erfiillt. (7.9) impli-
ziert, daB z € Q existiert mit z € QU™ fiir alle m. (7.8) impliziert, daB K, (zm, An) > 0
fiir alle n, m gilt. Ist A, € F, und m > k, so ist I?m(xm, Ap) =14, (zm), also x,, € Ay,
und wegen A, = 7®)~1(B) fiir ein B € £* folgt sofort € A,. Damit ist gezeigt, daf
x in allen A, liegt. [

7b. Existenz regularer, bedingter Wahrscheinlichkeiten

Satz 7.10. Fs sei (2,d) ein vollstindiger, separabler, metrischer Raum und Bq die
Borel-o-Algebra. P sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Q,Bq) und F eine beliebige
Teil-o-Algebra von Bq. Dann ezistiert ein Markoff-Kern K von (2, F) nach (€2, Bg)
mit

/ K(w, B)P(dw) = P(AN B)

fir alle A € F und alle B € Bg, das heifit, K(-, B) ist fir jedes B € Bq eine Version
der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|F).

Wir benotigen einige Ergebnisse iiber metrische Raume, die hier nicht bewiesen
werden.

Ist (K, d) ein kompakter, metrischer Raum, so ist die Metrik d offenbar beschréankt,
das heift, es gilt sup, ¢ d(z,y) < co. Wir definieren auf dem unendlichen Produkt-
raum K" die Produktmetrik d durch

d(l’, y) = Z 2_id(‘ria yz)a
=1

T = (zi)ien, ¥ = (¥i)ien. Man iiberzeugt sich leicht davon, da d eine Metrik ist

und da8 eine Folge in (K%, d) genau dann konvergiert, wenn alle ihre Komponenten
konvergieren.

Satz 7.11 (SATZ VON TYCHONOFF). (KN d) ist kompakt.
Beweisskizze. Sei (2"),en = ((27)i)nen eine Folge in KN. Wir wihlen eine Teilfolge
(2™ en, 50 daB (z7™),, konvergiert, dann eine Teilfolge (2™ ),,cn dieser Folge, so

da8 (z5,>™),, konvergiert, etc. Dann konvergiert (z"mm),cn. O

Ist K kompakt, so bezeichnen wir mit C(K) die Menge der stetigen Funktionen
f: K - R Auf C(K) betrachten wir die Supremumnorm || f||sc = Sup,cx f(2).

Satz 7.12. Ist (K,d) ein kompakter, metrischer Raum, so ist (C(K), || ||o) separabel.

(Beweis siehe Dieudonné: Foundation of Modern Analysis (7.4.4).)
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Satz 7.13 (DARSTELLUNGSSATZ VON RIESZ). Sei (K,d) ein kompakter, metrischer
Raum und v eine lineare Abbildung C(K) — R, die die folgenden Eigenschaften hat:

(i) fz) =20Vz € K=1(f) >0
(i) ¥(1) = 1.

Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (K, Bx) mit

b(f) = / f@)udzs)  fir f € C(K).

(Beweis siehe z. B. Cohn: Measure Theory, Chapter 8.2.)

Lemma 7.14. Sei (2, d) separabel. Dann ezistieren ein kompakter, metrischer Raum
(K, 0) und eine injektive Abbildung v : Q — K, so daf fir z,,, © € Q, lim, o ¥(z,) =
x genau dann gilt, wenn (z,) gegen x konvergiert.

Beweis. Sei {{,}nen eine abzdhlbare, dichte Teilmenge in . Fiir n,m € N sei
©Onm S8 — [0,1] durch

Onm(z) =((2—md(z,&)) A1) VO

definiert. (Wir benutzen die Schreibweise y A z = min{y, 2z} und y V z = max{y, z}
fir y,z € R) Die ¢, ,, sind offensichtlich stetig. ¢, () = 1 gilt genau dann, wenn
d(z,&,) <1/mist, und ¢, () = 0 ist dquivalent zu d(z,&,) > 2/m. Mit Hilfe dieser
Funktionen definieren wir die Abbildung

P Q— [0, 1]

durch ¥(z) = (Pnm(Z))nmen. [0,1] mit der iiblichen Abstandsmetrik ist kompakt.
Nach 7.11 ist [0, 1]™N mit der Produktmetrik, die wir mit o bezeichnen, ebenfalls
kompakt.

Wir zeigen:

(a) 1 ist injektiv.

(b) Seien (™, z € Q. lim,_,, ™ = z gilt dann und nur dann, wenn fiir alle i, j
limy, 00 5 (x™) = () gilt, das heiBit wenn lim, ;. ¥(z™) = ¢(z) in der
Produktmetrik gilt.

(a) folgt unmittelbar aus (b).

(b): Aus 2™ — z folgt i (z(™) — ¢;;(z) wegen der Stetigkeit der ;;.

Wir zeigen die Umkehrung: Sei m € N beliebig. Wir wéhlen & mit d(z,&;) < 1/m.
Dann ist @; (7)) = 1. Aus lim, 0 @im(z™) = 1 folgt, daB fiir geniigend groBe n
d(z™, &) < 2/m und somit d(z™, z) < 3/m gilt. Somit folgt

lim z(™ = z.
n—00
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Wir konnen die Metrik p mit Hilfe von v natiirlich auf Q2 iibertragen. Der Einfachheit
halber bezeichnen wir diese {ibertragene Metrik ebenfalls mit p. Aus 7.14 folgt sofort,
daB (€2, o) dieselben offenen Mengen hat wie (€2, d) und demzufolge auch dieselbe Borel-
o-Algebra. g hat gegeniiber d jedoch einen Vorteil, ndmlich:

Lemma 7.15. U,(2) ist separabel beziglich || ||oo-

Beweis. Sei K der Abschluss von »(2) in (K, ). K ist kompakt. Offensichtlich sind
die gleichmafBig stetigen, beschrankten Funktionen 1/;( ) — R genau die Einschrinkun-
gen von Funktionen aus C(K ) auf ¥(Q2). Da C(K ) nach 7.12 separabel ist, folgt, daf
U, (1 (£2)) separabel ist. Daraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar. O

Bemerkung 7.16. K ist natiirlich die Vervollstindigung von (¥(Q2),0). Im allge-
meinen ist K # (), das heifit, (¢)(2), o) ist nicht vollstindig und demzufolge auch
(€2, o) nicht. Es ergibt sich jedoch unmittelbar aus den obigen Uberlegungen, da$ die
Vervollstandigung (Q, o) von (£2, o) kompakt ist.

Beweis von 7.10. Wir benutzen die Metrik p. Nach Lemma 7.16 ist U,(2) separa-
bel. Wir konstruieren eine abzéhlbare, dichte Teilmenge in U,(2) mit etwas speziellen
Eigenschaften. Sei zunéchst {g;}ien eine beliebige abzéhlbare, dichte Teilmenge, wobei
wir g; = 1 voraussetzen diirfen. Falls notwendig, streichen wir in dieser Liste Elemente,
so daf8 nachher je endlich viele linear unabhéngig sind (U,(€?) ist ein R-VR): Wir strei-
chen gy, wenn (1, go) linear abhéngig ist und fahren so fort: g, wird gestrichen, wenn
es zusammen mit den bislang Ungestrichenen aus gy, ..., g,—1 linear abhéngig ist. Die
verbleibende Menge sei {f;}ien. Im Fall || < oo (und nur dann) bleiben nur endlich
viele iibrig, was jedoch nicht weiter stort. (Fiir || < oo ist der Satz ohnehin trivial.)
Die Folge (f;) braucht nicht mehr dicht zu liegen, evidenterweise jedoch die abzéhlbare
Menge

:{Xn:qifi:nEN; Q1,---7Qn€(@}-
=1

Es sei f; eine Version von E(f;|.A).
Lemma 7.17. FEs ezistiert eine Abbildung
O: QA xU,(2) - R

mit folgenden Figenschaften:

(a) Fir alle f € UQ(Q) ist w — ®(w, f) F-meflbar.
b) [, ®( P(dw) = [, fdP Vf e U,(Q), VA € F.
¢) d(w, )_1 Vw.

d) ¢(w, f)>() ‘v’w ‘v’f>()

)
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Beweis. Fiir f € I ist die Darstellung f = > | ¢;fi (mit n € Nund ¢1,...,¢, € Q
eindeutig und demzufolge f = """ | ¢;f; eindeutig definiert und F-mefbar. Fiir jedes

weQistI's fr f(w) eine Q-lineare Abbildung. (I ist ein Q-Vektorraum.)
Seil't ={feTl: f(w) >0 Vw}. Wir definieren

Fi={weQ:3f e mit f(w) <0, fi(w)#1}

(fiir fi war die Funktion identisch 1). F ist offensichtlich eine P-Nullmenge in F.
Sind f €T, ||fllec <€, € rational und w ¢ F', so liegen f +ef, und —f +¢f in T,
und demzufolge gelten f(w), —f(w) < &, das heit | f(w)| < e. Mit dieser Uberlegung
kénnen wir fiir w ¢ F' die Abbildung I' > f — f ( ) auf ganz U, ausdehnen:
Seien f € U,(f2) und g, € I eine Folge, die gleichméBig gegen f konvergiert. Nach
der obigen Uberlegung ist fiir w ¢ I' §,(w) eine Cauchy-Folge, und wir setzen

~

fw) = lim gn(w).

n—oQ

Wir definieren -
flw) firwéF,

w, )= { f(wo) firw € F,
wobei wy ein bliebiger, fest gewahlter Punkt in € ist.

(a)—(e) sind nun leicht zu verifizieren: (a) folgt aus F' € F, f F-meBbar fiir f €T,
und der Tatsache, da§ punktweise Limiten von mefibaren Funktionen mefibar sind. (b)
ist per Definition richtig fiir f € I' und mit dem beschrankten Konvergenzsatz dann
auch fiir f € U,(2). (c) gilt per Definition. (d) folgt unmittelbar aus f(w) > 0 fiir
wée F, fel. (e) folgt aus der Q-Linearitit von I' 3 f — f(w) und sei dem Leser
iiberlassen. [J

Es bleibt nun noch zu zeigen, dafl eine Darstellung

b )= [ 1)K, )

existiert, mit einem Kern K, der die richtigen Eigenschaften hat.

Sei Q) die Vervollstéindigung von (£, o).  ist kompakt. Da U,(2) und C (€) isomorph
sind, 148t sich ® als Abbildung €2 x C (Q) — R auffassen. Nach dem Rieszschen Dar-
stellungssatz existiert fiir jedes w € Q ein WahrscheinlichkeitsmaB K (w, -) auf (Q, Bs)
mit

b )= [ FW)K(w ).

Fiir w € F ist natiirlich K(w, ) = d,,-
Man iiberzeugt sich zunéchst davon, dafl K ein Markoff-Kern von (€2, F) nach (€2, B)
ist: Da { A € By: K(-, A) ist F-mefibar } ein Dynkin-System ist, geniigt es zu zeigen,
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dal K(-, A) fiir abgeschlossene A C Q F-meBbar ist. Fiir abgeschlossene A existiert
eine Folge f, € C(), 0 < f, <1 mit f, | 14. Somit gilt

K(w,A) = lim $(w, f,)

fiir alle w. Die linke Seite ist also F-mefbar als Funktion von w € €.

Wir miissen nun zeigen, dafi K in Tat und Wahrheit (nach einer geringfiigigen Kor-
rektur) ein Markoff-Kern von (€2, F) nach (€2, Ba) ist. Dazu verwenden wir einen
Spezialfall des Satzes von Prohorov, der in 7c bewiesen wird: Jedes Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf (€2, Bp) — also auch P — ist straff, das heifit, es existiert eine aufsteigende
Folge (K,) von kompakten Teilmengen von {2 mit P (K,) T 1. Da die Einbettung von §2
in stetig ist, ist K, kompakt in Q. Es existieren also fam€C (Q) mit 0 < fn <1,
fam 4 1k, fir m — oo. Die Einschrankungen der f, ,, auf €2, die wir ebenfalls mit
fn,m bezeichnen, sind in U,(f2), und wir hatten schon gesehen, daf

/@(w, fom)P(dw) = Ef,

gilt. Daraus folgt sofort

~ [ K. K P(@)

1—/K dw),

und somit existiert F' € F mit P(F') = 0 und K(w,D) = 1 fiir w ¢ F'. D ist
jedoch eine Borel-Menge in €. Modifizieren wir K (w, ) auf F', indem wir nochmals
K(w,-) = d,, fiir w € F' setzen, so ist K ein Markoff—Kern von (§2, F) nach (2, Bq).

und mit D :=J, K,

b/K@JﬂH@QzPMOB)ﬁhAefmdBe&z
A

folgt aus 7.17(b), dem beschriankten Konvergenzsatz und einem nochmaligen Dynkin-
Argument. Damit ist Satz 7.10 bewiesen. [

7c. Beweis des Satzes von Prohorov

Ein wichtiger Aspekt der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
einem vollstandigen, separablen, metrischen Raum ist ihre Metrisierbarkeit.

Satz 7.18. Es sei (S,d) vollstindig und separabel. Dann ezistiert eine Metrik A auf
P(S) mit der Eigenschaft, daf fir pin, p € P(S) limy, o0 A(pn, 1) genau dann gilt, wenn
Wn schwach gegen p konvergiert.

Zum Beweis bendtigen wir eine kleine Erginzung zum Portmenteau-Theorem (Satz
6.7).
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Lemma 7.19. Sei Uy(S) die Menge der beschrinkten, gleichmdpfig stetigen Abbildun-
gen S = R. p, = p gilt genau dann, wenn

(7.20) lim [ fdu,= /f du

n—oQ
fiir alle f € Uy(S) gilt.

Beweis. Die Bedingung (7.20) ist offensichtlich notwendig. Im Beweisschritt (a)=(b)
im Satz 6.8 wird (7.20) nur fiir gleichméBig stetige Funktionen verwendet. Dies beweist
die Umkehrung. 0O

Beweis von Satz 7.18. Offensichtlich konnen wir anstelle der Metrik d die in 7b
eingefiithrte Metrik p verwenden, die den Vorteil hat, dafi U,(S) nach 7.15 separabel
ist. (Allerdings ist im allgemeinen (.S, p) nicht vollstindig.) Wir kénnen annehmen,
daB |||l # O fiir alle &k gilt. Wir definieren fiir p, v € P(S):

o

1
A(Na”):Zm‘/SDkdﬂ_/@de‘-
k=1

A ist eine Metrik auf P(S), was der Leser selbst verifizieren moge. Seien p,, u € P(S).
A(py, ) — 0 gilt genau dann, wenn [ ¢gdu, — [ ¢k dp fiir alle £ gilt. Wegen der
Dichtheit von {¢1, @a,...} in U,(S) ist dies dquivalent zu [ fdu, — [ fdp fir alle

f € U,(S), was wegen 7.19 dquivalent zu p,, — p ist. O

Da die schwache Topologie metrisierbar ist ((S,d) Polnisch vorausgesetzt), ist eine
Menge I' C P(S) genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist, das heifit wenn jede
Folge eine konvergente Teilfolge hat. Wir brauchen also nicht zwischen diesen Begriffen
zu unterscheiden. Wir benotigen eine Charakterisierung kompakter Teilmengen von
vollstandigen, metrischen Raumen.

Definition 7.21. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit total be-
schrankt, wenn zu jedem & > 0 eine endliche Uberdeckung von A mit Mengen von
d-Durchmesser < ¢ existiert (d-Durchmesser einer Menge B := sup, ,cp d(z,y)).

Lemma 7.22. Sei (X, d) vollstindig. Eine Teilmenge A C X ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und total beschrankt ist.

Beweisskizze. A kompakt = A abgeschlossen und total beschrankt, ist offensichtlich.

Die Umkehrung verwendet das iibliche Heine-Borel Argument: Sei (z,) eine Folge
in A. Zu jedem m > 0 nehme man eine endliche Uberdeckung von A mit Mengen
von Durchmesser < 1/m. Dann existiert fiir jedes m eine Teilfolge von (z,), deren
Elemente alle bis auf endlich viele in einer Menge der zu m gehorigen ["Jberdeckung
liegen. Mit dem iiblichen Diagonalargument (siehe 7.11) konstruiert man eine Teilfolge,
fiir die das fiir jedes m gilt. Diese ist eine Cauchyfolge, also konvergiert sie in X. Da
A abgeschlossen ist, liegt der Grenzpunkt in A. O
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Beweis des Satzes von Prohorov (Satz 6.17).
I) Es sei I' C P(S) relativ kompakt. Wir zeigen, daf§ zu ¢ > 0 eine kompakte Menge
K existiert mit
pK)=1-e¢
fiir alle 4 € T'. Wir beniitzen die Metrik d. Wir konnen voraussetzen, dafl [' kompakt
ist, andernfalls ersetzen wir I" durch seinen Abschluf. Sei { s;: j € N} eine abzdhlbare,
dichte Teilmenge von S. U.(s) bezeichne die offene k-Umgebung von s in der Metrik

d. Wir setzen .
Gkn = U Ul/k(sj)-
7j=1

Die Funktionen Ay, : I' — [0,1]

)‘k,n(:u) =1- N’(Gk,n)

sind nach Satz 6.7(c) oberhalb halbstetig, da G, offen ist. Fiir jedes k gilt Gy, TS
fiir n — oo und demzufolge A (1) | O fiir jedes £ € N und p € I'. Da I' kompakt ist,
folgt aus dem Satz von Dini, daf§ fiir jedes € > 0 ein ny existiert mit

(7.23) Moy (1) < /2"
fiir alle p € T'. Wir setzen

K = m Gk,nk'
k=1
K ist abgeschlossen und offensichtlich total beschrankt und demzufolge (nach 7.22)
kompakt. pu(K) > 1 — ¢ fiir alle p € T folgt unmittelbar aus (7.23).

IT) Es sei I' € P(S) straff.

(i) Wir diskutieren zunéchst den Spezialfall, dafi (S, d) kompakt ist.

Wir haben zu zeigen, dafi P(S) kompakt ist. Dies ist ein bekanntes Ergebnis aus der
Funktionalanalysis, dessen Beweis kurz skizziert werden soll:

Sei {fi, fa, f3,...} eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von C(S) (Weierstrafischer
Approximationssatz 7.12). Ist (uy)nen eine Folge in P(S), so ist fiir jedes j die re-
elle Zahlenfolge ([ f; din)nen beschrankt. Mit dem iiblichen Diagonalverfahren (siehe
Beweis von 7.11) zeigt man, daf§ eine Teilfolge (un, )ren existiert, so daf

= lim / fidpin,

k—00

fiir alle j € N existiert. Die folgenden Aussagen (a)-(c) sind einfache Routineiiberle-
gungen. Thr Beweis sei dem Leser iiberlassen.

(a) Ist f € C(S) und gilt f;, — f, k — oo, in (C(S5),| ||lx), so existiert a(f) =
limy_, 00 v, und ist eindeutig durch f definiert (héngt also nicht von der speziell
gewdhlten Teilfolge ab).

(b) f +— «a(f) ist linear und erfiillt a(f) > 0 fiir f > 0 und «(1) = 1. Nach dem
Rieszschen Darstellungssatz existiert p € P(S) mit a(f) = [ fdp, f € C(S).

(€) fin, — p fiir k — oo.
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Damit ist gezeigt, dafl P(S) kompakt ist.

(ii) Allgemeiner Fall: Wir verwenden die Metrik p. Nach Bemerkung 7.16 ist die
Vervollsténdigung (S, o) von (S, o) kompakt. Die Einbettung ¢: S — S ist stetig. Fiir
w € P(S) sei i := ue~". Sei (py,) eine Folge in T'. Nach (i) hat (1i,,) eine konvergente
Teilfolge in P(3): fn, =V € P(S). Wir zeigen:

(a) v = p fiir ein p € P(S).
(b) fin, % 110 B(S).
Damit ist gezeigt, daf [" relativ kompakt ist.
(a) Da I straff ist, existieren kompakte Mengen K, C S mit K, 1 und pu,, (K,,) >

1 — 1/m fiir alle k. Die Mengen K,, sind ebenfalls kompakt in S, also insbesondere
abgeschlossen. Nach dem Portmenteau-Theorem (Satz 6.7(b)) folgt:

I/(U Km) = lim v(K,) > lim limsup fi,, (K,;) > lim (1 —1/m) = 1.

m— 00 m—00 k—00 m—r00

Die Einschrénkung p von v auf |J,, Ky, ist also ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf S, und
es gilt v = L. R

(b) Wegen lim,, o, [ fdfi, = [ fdv fir f € C(S) folgt limy, o0 [ f dpn = [ fdp fiir
alle f € U,(S). Nach 7.19 folgt (b) O
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