
Hinweise zur Implementation impliziter RK-Verfahren

Man betrachte das Anfangswertproblem

y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0 ∈ Rn

und ein s-stufiges implizites RK-Verfahren gegeben durch

uk+1 = uk + h

s∑
i=1

biki(tk, uk), (1)

ki(tk, uk) = f(tk + cih, uk + h

s∑
j=1

aijkj(tk, uk)), i = 1, . . . , s, (2)

mit Koeffizienten

c A
bT

bzw.

c1 a11 · · · a1s
...

...
...

cs as1 · · · as,s
b1 · · · bs

.

In jedem Zeitschritt sind die Steigungen ki durch Lösung des Gleichungssystems (2) zu ermitteln.
Es gilt: k1, . . . , ks sind Lösung von (2) ⇐⇒ zi := h

∑s
j=1 aijkj , i = 1, . . . , s sind Lösungen von

zi = h

s∑
j=1

aijf(tk + cjh, uk + zj), i = 1, . . . , s. (3)

Lösung des modifizierte Systems (3) mittels Newton-Verfahren: mit

Z :=

 z1
...
zs

 ∈ Rs·n, F (h, Z) :=

 f(tk + c1h, uk + z1)
...

f(tk + csh, uk + zs)


sowie

A⊗ In :=

 a11In
... a1sIn

...
...

as1In · · · assIn

 ∈ Rsn×sn

können wir (3) schreiben als
G(Z) := Z − h(A⊗ In)F (h, Z) = 0.

Mit dem Startwert Z(0) := 0 lautet dann ein Schritt des Newton-Verfahrens für m ∈ N0:

[Isn − h(A⊗ In)(DZF )(h, Z(m))]∆Z(m) = −G(Z(m)),

Z(m+1) = Z(m) + ∆Z(m).

Als Alternative läßt sich das vereinfachte Newton-Verfahren anwenden: mit

DZF (h, Z) ≈ DZF (0, Z)

und J := Dyf(tk, uk) hat man

(A⊗ In)(DZF )(0, Z(m)) = (A⊗ In)(In ⊗ J) = A⊗ J

und damit die vereinfachte Newton-Iteration

(Isn − hA⊗ J)∆Z(m) = −Z(m) + h(A⊗ In)F (h, Z(m)).


