Ausgleichsprobleme

Numerische Mathematik1
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Lineare Regression

Es sei eine Menge von Datenpunkten

(X17y1)7 ey (Xn,}’n) € ]Rz
gegeben, die mit Fehlern behaftet sind.
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Lineare Regression

Ziel: Eine Gerade g : R x R? — R finden
9(x; a1, a) == a1x + a
die diese Datenpunkte maglichst gut beschreibt.
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Lineare Regression

Flr gegebene ay, ap € R kann der Fehler im j-ten Datenpunkt
durch

Ri(a1, ao) = |9(xi; a1, &) — yi| = |a1x; + ao — yil
gemessen werden.
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Lineare Regression

Fir gegebene ay, ag € R kann der Fehler im allen n
Datenpunkten durch die Funktion ¢ : R? — R mit

Ri(ai, ao) 9(xy; a1, a) — y1
c(ay, ap) = : = :
Rn(a1)aO) 2 Q(Xn} a1)aO) —}/n 2

gemessen werden.
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Lineare Regression

Wegen der Form von g(x; ay, a) = aix + ag ist

c(ai, ao)

Xq 1
slar+ || a
[ Xn 1

g(xy; a1, a) — y1

g(Xn; a1, @) — ¥n
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arXy + ap — y1

aiXn+ao— Yn] ||,

= [[Ma - yll,
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Lineare Regression

Das Problem

min ¢(a) = min ||[Ma— b

min c(a) = min | Ma - b,
ist also ein lineares Ausgleichsproblem, wobei die Anzahl der
Zeilen von M € R™2 der Anzahl der Datenpunkte (+) entspricht.
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Polynomieller Ausgleich

Ebenso kann man eine Menge von Datenpunkten

(X1a}’1)a---a(xn7}’n) ERZ

durch ein Polynom vom Grad m € N beschreiben, d.h. durch
eine Funktion g : R x R™! — R von der Form

g(x;am,...,a0) :i= amx™ +...+ ar1x + ag.
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Polynomieller Ausgleich

Hier kann man also den folgenden Ausdruck minimieren:
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9(x1; am, ...

9(Xn; ams - - -

'amx{”+...+a1x1 + ap — Y1
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Polynomieller Ausgleich

Das Problem des Ausgleichs durch ein Polynom vom Grad m
fohrt also auf ein lineares Ausgleichsproblem der Form

min ||[Ma— b||2,
acRm+1

wobei die Anzahl der Zeilen von M € R™™+1 der Anzahl der
Datenpunkte (+) entspricht.
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Nichtlineares Ausgleichsproblem

Ebenso kann man eine Menge von Datenpunkten

(X1,}/1)’---a(xnaYn) GRP x RY

durch eine Funktion beschreiben, welche von m € N
Parametern abhangt, d.h. durch eine Funktion der Gestalt

g:RP x R™ — RY,

Dies flhrt auf das Problem
2

9(xi;a) — y1
min Z lg(x;; a YI||2 = 52]1@ :

acRm

g(Xn; a)—yn 2

—: min |R(a)||2
aeRmH (a)llz,

wobei R : R™ — R,
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Nichtlineares Problem

Nunist R : R™ — R" aber im allgemeinen nicht affin-linear,
d.h.
R(a) # Ma— b,

wobei M € R und b € R™M.

Also haben wir keine Methode das Problem

min [|R(a)]],

acRm

zu losen.

Idee: Benutze einen iterativen Prozess, wobei in jedem Schritt
ein lineares Problem gelOst wird (wie beim Newton-Verfahren).
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Linearisierung

Ziel: Mit R : R™ — R" wollen wir

min ||[R(a)|| = [|R(a")]|,
acRm

[6sen.

Taylor-Entwicklung erster Ordnung an der Stelle a, € R™ lasst
hoffen, dass

R(a) ~ R(ax) + DR(ak)(a — ax),
——

cRna,m
und somit, dass

min [|R(a)l| = min [|R(ax) + DR(ax)(a - akll,
acRm acRm

wobei letzters ein lineares Ausgleichsproblem ist.
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Gauf3-Newton-Verfahren

Wahle a5 € R™
firk =0,1,2,...
berechne die Lésung

min ||R(ak) + DR(ax)sk|| ,

SKERM

k41 = 8k + Sk
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Seien

(n1,Z1),...,(ng,Zg) ceRxR

die gemessenen Zeiten flr verschiedene ProblemgréBen.

Mit g : R x R? — R gegeben durch

wollen wir also

min
(C,a)eR?

[6sen.

Cn‘{‘ — Z4

(C,a)€R? ’
Cn‘; —Zy

a(n; C,a) := Cn“,
9(m; C,a) — z
: = min
g(nf; C, a) —Z
= min
(C,)ER

IR(C,a)]
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Da die Ableitung von R : R? — RRf
Cny — z
R(C,a) = :
Cnf —z
durch

ny Clog(n)ng
DR(C,a) = | : :
ng Clog(ng)ng
gegeben ist muss man im k-ten Schritt

Cyni* — z n{*  Cxlog(ny)ni* 5
min , : + | : [ ]
D,3)eR

(2:) Ckny* — z, ny*  Cxlog(ng)ny*

I6sen und dann (Cx, 1, aky1) := (Ck, ak) + (D, B) setzen.
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