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Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Im Hilbertraum H sei T ein kompakter Operator mit kerT = {0}. Zeige:

(i) λ ∈ σp(T ) ⇐⇒ λ−1 ∈ σp(T−1).1

(ii) Der Operator T−1 : H ⊇ ranT → H ist genau dann stetig, wenn dimH <∞ gilt.

Aufgabe 2:
Beweise oder widerlege: Es existieren ein unendlichdimensionaler Hilbertraum H und ein selbstad-
jungierter, kompakter Operator A ∈ L(H) mit der Eigenschaft 0 ∈ ρ(A) bzw. 0 ∈ σp(A), 0 ∈ σc(A)
oder 0 ∈ σr(A).

Aufgabe 3:
Es seien X ein Banachraum und T : X ⊃ domT → X ein abgeschlossener, linearer Operator in
X. Zeige, dass für alle λ, µ ∈ ρ(T ) die Resolventenformel

(T − λ)−1 − (T − µ)−1 = (λ− µ)(T − λ)−1(T − µ)−1

gilt.

Aufgabe 4:
Zeige, dass der Operator

T : C([0, 1])→ C([0, 1]), (Tu)(x) =
∫ x

0

u(t)dt,

beschränkt ist und dass sein Spektralradius echt kleiner als seine Norm ist, infn∈N ‖Tn‖1/n < ‖T‖.
Bestimme das Spektrum von T .

Aufgabe 5:
Es seien X ein Banachraum und S, T abgeschlossene Operatoren in X. Beweise oder widerlege:

(i) S + T ist abgeschlossen.

(ii) Ist S ∈ L(X), so ist ST abgeschlossen.

(iii) Ist T ∈ L(X), so ist ST abgeschlossen.

(iv) Für λ /∈ σp(S) ist (S − λ)−1 abgeschlossen.

(v) Für jedes λ ∈ C ist λS abgeschlossen.

1Der Operator T−1 ist im Allgemeinen nicht auf ganz H definiert und auch nicht beschränkt, aber immerhin
noch abgeschlossen, vgl. Aufgabe 5(iv).


