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Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Für einen unitären Operator U im Hilbertraum H und x, y ∈ H definieren wir wie in der Vorlesung

lx,y(f) := (f(U)x, y), f ∈ C(σ(U)).

Zeige, dass die Abbildung

H×H 3 (x, y) 7→ lx,y ∈ (C(σ(U)))′

sesquilinear1 und stetig ist.

Aufgabe 2:
Zeige, dass der messbare Funktionalkalkül Φ̂ eines unitären Operators U involutiv ist, dass also
für jedes f ∈ B(σ(U)) die Beziehung

Φ̂(f̄) = Φ̂(f)∗

gilt.

Aufgabe 3:
Für einen unitären Operator U im Hilbertraum H sei Φ̂ : B(σ(U)) → L(H) der messbare Funk-
tionalkalkül. Wir definieren für jede Borelmenge B ⊆ σ(U) den Operator E(B) durch

E(B) := Φ̂(χB).

Zeige folgende Aussagen:

(i) E(B) ist eine Orthogonalprojektion und vertauscht mit U , d.h. E(B)U = UE(B).

(ii) Die Restriktion V := U � ranE(B) ist ein unitärer Operator im Hilbertraum ranE(B).

(iii) Es gilt σ(V ) ⊆ B.

Folgere nun, dass E(B) 6= 0 für jede in σ(U) offene Borelmenge B 6= ∅ gilt.

Aufgabe 4:
Zeige, dass der Operator

U : L2(0, 1)→ L2(0, 1), (Uf)(x) = eixf(x), x ∈ (0, 1), f ∈ L2(0, 1),

unitär ist und bestimme für g ∈ B(σ(U)) den Operator g(U). (Tipp: Nutze die Eindeutigkeit des
messbaren Funktionalkalküls!) Überlege dir dann, ob im messbaren Funktionalkalkül der Spek-
tralabbildungssatz

f(σ(U)) = σ(f(U)), f ∈ B(σ(U)), (�)

für jeden unitären Operator U gültig bleibt.2

1Zu zeigen ist also, dass diese Abbildung im ersten Eingang linear und im zweiten antilinear ist.
2Zur Erinnerung: Die Formel (�) stimmt mindestens für alle f ∈ C(σ(U)), vgl. Vorlesung.


