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Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Es sei U ein unitärer Operator im Hilbertraum H und f : σ(U) → C messbar und beschränkt.
Zeige, dass

‖f(U)x‖2 =
∫

T
|f |2d(Ex, x)

für alle x ∈ H wahr ist.

Aufgabe 2:
Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum Cn mit den paarweise verschiedenen Ei-
genwerten λ1, . . . , λm, m ≤ n, und Pj , j = 1, . . . ,m, die Orthogonalprojektion auf die zugehörigen
Eigenräume. Für jede Borelmenge B ⊆ R definieren wir

EB :=
∑
λj∈B

Pj .

Zeige, dass die Abbildung B 7→ EB ein Spektralmaß ist und dass A die Darstellung

A =
∫

R
λdE =

m∑
j=1

λjPj

hat. Finde Polynome p und q mit p(A) = 0 bzw. q(A) = arctan(eA).

Aufgabe 3:
Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H mit Spektralmaß Σ(R) 3 A 7→ EA.
Zeige: Ist f ∈ B(R) eine beschränkte, messbare Funktion, so gilt(∫

R
fdEx, y

)
=
∫

R
fd(Ex, y) ∀x, y ∈ H.

Aufgabe 4:
Ein abgeschlossener Operator T im Hilbertraum H heißt Fredholm-Operator, falls gelten:

(a) dim kerT <∞.

(b) ranT ist abgeschlossen und dim(H/ ranT ) <∞.

Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Ist T = T ∗ ein surjektiver Fredholm-Operator und E : Σ(R) → L(H) sein Spektralmaß, so
existiert eine Umgebung O von null, mit EO = 0. In diesem Fall existiert T−1, ist aber i.A.
kein Fredholm-Operator.

(ii) Ist T = T ∗ ein kompakter Fredholm-Operator, so ist 0 ∈ σp(T ) oder dimH <∞.


