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Hausaufgaben
Aufgabe 1:

Es sei U ein unitédrer Operator im Hilbertraum H und f : ¢(U) — C messbar und beschrinkt.
Zeige, dass

1 (U)z])? = / fPd(Ex, )
fiir alle x € 'H wahr ist.

Aufgabe 2:

Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum C™ mit den paarweise verschiedenen Ei-
genwerten Ai, ..., Ay, m <n,und P;, j =1,...,m, die Orthogonalprojektion auf die zugehorigen
Eigenrdume. Fiir jede Borelmenge B C R definieren wir

Eg:= Y P
)\j eB
Zeige, dass die Abbildung B — Ep ein Spektralmaf ist und dass A die Darstellung
A= / ME =" )P,
R =

hat. Finde Polynome p und ¢ mit p(A) = 0 bzw. q(A) = arctan(e?).

Aufgabe 3:
Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H mit Spektralmafl X(R) > A — E 4.
Zeige: Ist f € B(R) eine beschriinkte, messbare Funktion, so gilt

</ dex,y) Z/fd(Ex,y) Va,y € H.
R R

Aufgabe 4:
Ein abgeschlossener Operator T im Hilbertraum H heifit Fredholm-Operator, falls gelten:

(a) dimker T < co.
(b) ranT ist abgeschlossen und dim(H/ranT) < co.
Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Ist T'= T* ein surjektiver Fredholm-Operator und E : £¥(R) — L(H) sein Spektralmaf}, so
existiert eine Umgebung O von null, mit Fp = 0. In diesem Fall existiert 771!, ist aber i.A.
kein Fredholm-Operator.

(ii) Ist T'=T"* ein kompakter Fredholm-Operator, so ist 0 € ¢,(T") oder dimH < oco.



