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Aufgabe 1:

1. Lose das Randwertproblem fiir die Differentialgleichung
—u"(x) + 20/ (z) + 8u(z) = f(z), =€ (0,1),
mit
(i) homogenen Dirichlet-Randbedingungen,
(ii)) u(0) =0, u(l) =1,
fiir die rechten Seiten

(a) f(z) =0,
(b) fla)=6(1 - 4z?)e*,
und skizziere die Losungen.
2. Unter welchen Bedingungen ist die Aufgabe
—u"(z) =0

mit Robinschen Randbedingungen losbar?

Aufgabe 2:
Wir betrachten das RWP

{—u” —Au=0 auf (0,1)
u(0) = /(1) =0,

5 Punkte

5 Punkte

mit A € C. Fiir welche X\ besitzt das Problem nicht-triviale Losungen? Ein solches A
wird Eigenwert des RWP genannt, eine zugehdrige nicht-triviale Losung nennt man
Eigenlosung. Das obige RWP bezeichnet man auch als Eigenwertproblem. Diskutiere

diese Namensgebung.

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem zum Sturm-Liouville-Problem

{—(p(ﬂﬁ)u'(ﬂﬁ))' + q(@)u(z) — du(x) =0, € (a,b)
u(a) = u(b) =0

mit p € Cta, b], p(z) > 0 auf [a,b] und ¢ € Ca, b] reell.



(i) Zeige, daf3 hier alle Eigenwerte reell sind.

(ii) Es gelte ¢(x) > 0 fur alle = € [a, b]. Zeige, daBl nun alle Eigenwerte nichtnegativ
sind.

Hinweis: L?-Skalarprodukt.

Aufgabe 3: 4 Punkte
Beweise die sogenannte LAGRANGE-Identitit: Sei

(Lu)(z) := = (p(2)u/ ()" + q(z)u(x), € (a,b),

p € Cla,b], p(x) > 0 fiir z € (a,b), ¢ € C[a,b], der das STURM-LIOUVILLE-Problem
beschreibende Differentialausdruck. Dann gilt fiir zwei Funktionen u,v € C?[a, b]

uLv —vLu = (p(u'v —w)) .
Gilt auBerdem u(a) = u(b) = v(a) = v(b) = 0, so folgt
(Lu,v)2 = (u, Lv)a,

wobei (-, )9 das iibliche L?(a, b)-Skalarprodukt bezeichne.

Aufgabe 4: 4 Punkte
Wir erinnern uns an die fiinfte Aufgabe des ersten Aufgabenblattes.

Hier nehmen wir nun an, dafl 0 < j < % sei. Zeige, dafl dann fiir hinreichend kleines
€ > 0 das semilineare Randwertproblem

¢"(z) = ma z € (0,1),
$(0) =0,
P(1) =1,

genau eine Losung besitzt.

Hinweis: Zeige zunichst, daf fiir jedes A\ > 0 genau eine Losung ¢, der Differen-
tialgleichung mit ¢5(0) = 0 und ¢ (0) = X existiert. Zeige dann, daf fur festes z
A = ¢\ (x) streng monoton wachsend ist, da8 auch A — ¢, (z) dies ist und schlielich,
daBB A — @Y (x) streng monoton féllt. Zeige nun die Lipschitzstetigkeit von A — ¢ (1)
und benutzte schliefllich den Zwischenwertsatz.



