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Aufgabe 1: 4 Punkte

Die Durchbiegung y(z) eines Trégers
mit konstanter Biegesteifigkeit oo = »
1 unter einer Belastung mit Bela- ‘ ‘ ; e

stungsdichte p(z) geniigt der Diffe- Y Y m
rentialgleichung vierter Ordnung

y W (z) = p().

Ist der Tréger an den Punkten = 0 und x = [ momentenfrei gelagert, so erhélt man
die Randbedingungen

y(0) = y(l) = y"(0) = y"(I) = 0.

Zeige, dafl die Greensche Funktion fiir diese Problem die Form

e =)+ €2 —2x), firé<az

Gm@_{@ﬁ@—m#+é—%& fir z < €

hat und daf} die Losung des Problems durch

l
ymzécwwmm

gegeben ist.
Bemerkung: Wirkt an Stelle der Belastung mit Dichte p nur eine Einzellast der
Grofle 1 an der Stelle &y, so folgt

y(z) = G(z,&).

Die Greensche Funktion gibt dann also als , Einflulfunktion* die Durchbiegung an
der Stelle z an, wenn an der Stelle & eine Last der Grofle 1 wirkt.



Aufgabe 2: 3 Punkte
Zeige, daB jede Losung u € C'[a, b] der Integralgleichung

Q/Gxg P& w(©). W (©)dE, € (a,),
eine Losung des Randwertproblems

{—wwammm»+«mmw:fmm@»wm» z € (a,b),
u(a) =u(b) =0

ist und umgekehrt, wobei ¢,d € Cla, b] und f € C(]a,b] x R x R) seien. Hier ist G die
Greensche Funktion aus der Vorlesung. Wir setzen voraus, dafl das zur homogenen
Gleichung gehorende Randwertproblem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
nur die Nulllésung besitzt.

Aufgabe 3: 5 Punkte
Beweise die folgende schirfere Version eines Satzes aus der Vorlesung:

Es sei f : [a,0] x R — R eine stetige Funktion, die einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, es also ein L > 0 gibt, so daf fiir alle € [a,b] und
alle s,t e R

|f(z,s) = flx, )] < L|s — 1]

gilt. Ferner gelte

2

L<Grap (1)

Dann gibt es genau eine Losung des semilinearen Problems

{wwmzf@m@» z € (a,b),
u(a) = u(b) = 0.

Betrachte dazu die Menge

v\T
{véc[avb] ol = sup % <°O}

z€(a,b) SIn b—a

und zeige, daf diese einen Banach-Raum bildet. Wende dann den Banachschen Fix-
punktsatz an.

Bemerkung: Die Bedingung (1) ist scharf, die Aussage des Satzes kann also nicht
mehr aufrechterhalten werden, falls L > @ 2)2 ist.

Aufgabe 4: 5 Punkte
Untersuche das semilineare Randwertproblem

—u"(z) = =@z € (0,1),
u(0) =u(1) =0,
auf Losbarkeit.

Hinweis: Zeige zunéchst, dafl stets u(x) < 0 gilt. Reduziere dann das Randwertpro-
blem auf ein Fixpunktproblem auf der Menge

M:={veC(Cl0,1] : v(z) <0 firze[0,1]}.



