
Te
hnis
he Universit�at Berlin Wintersemester 2011/2012Institut f�ur MathematikDr. Hans-Christian KreuslerDi�erentialglei
hungen I2. �UbungsblattAbgabe in den Tutorien 10. / 11. NovemberAufg 1.: 3 PunkteBestimme eine L�osung des Problems8><>:ut � uxx = 0; 0 < x < 1; t > 0;u(0; t) = u(1; t) = 0;u(x; 0) = u0(x)mit u0(x) = min(x; 1� x):Aufg 2.: 3 PunkteL�ose die W�armeleitglei
hung f�ur homogene Neumann-Randbedingungen, d.h.8><>:ut � uxx = 0; 0 < x < 1; t > 0;ux(0; t) = ux(1; t) = 0;u(x; 0) = u0(x):Zeige, da� der Mittelwert der L�osung f�ur t > 0 konstant bleibt und da� f�ur jedesx 2 (0; 1) die L�osung u(x; t) gegen den Mittelwert konvergiert f�ur t!1.Wie pa�t dies zur physikalis
hen Interpretation?Aufg 3.: 3 PunkteBeweise, da� f�ur jede (gen�ugend glatte) L�osung u der W�armeleitglei
hung mit ho-mogenen Diri
hlet-Randbedingungen, also8><>:ut � uxx = 0 f�ur 0 < x < 1; t > 0u(0; t) = u(1; t) = 0 f�ur t > 0u(x; 0) = u0(x) f�ur x 2 (0; 1)die Abs
h�atzung Z 10 u2(x; t)dx � Z 10 u20(x)dx f�ur t � 0gilt.Hinweis: Betra
hte die Ableitung des Energiefunktionals E(t) := 12 R 10 u2(x; t)dx.



Aufg 4.: 5 PunkteDie folgende Di�erentialglei
hung modelliert den Verkehrs
u� auf einer Autobahn.(Zur Herleitung dieses Modells siehe Seite 3.)(dt + (1� 2d)dx = 0; x 2 R; t > 0;d(x; 0) = d0(x)L�ose diese Di�erentialglei
hung mit den Anfangsbedingungen(i) d0(x) = 8><>:0; falls x � 0x=2; falls 0 < x � 21; falls 2 < x(ii) d0(x) = 8><>:1; falls x � 01� x=2; falls 0 < x � 20; falls 2 < xmit Hilfe der Charakteristikenmethode.Skizziere hierbei die 
harakteristis
hen Kurven und ma
he klar, wo wir eine L�osungbere
hnen k�onnen.



Herleitung der Flu�glei
hung aus Aufgabe 41Wir nehmen an, da� die Bewegung der Autos den glei
hen Gesetzen gehor
ht wie derFlu� eines Fluids. Zur Modellierung bes
hreibe die x-A
hse die Autobahn und derVerkehr 
ie�e in positiver x-Ri
htung. Mit � = �(x; t) bezei
hnen wir die Verkehrs-di
hte (also Autos pro L�angeneinheit) am Punkt x und zur Zeit t und mit q = q(x; t)die Flu�rate (also Autos pro Zeiteinheit), mit der Autos den Punkt x zur Zeit t pas-sieren. Wir nehmen ferner an, da� Autos weder die Autobahn verlassen no
h neuehinzukommen und da� die Funktionen � und q stetig di�erenzierbar seien.Sei [x1; x2℄ mit x2 > x1 ein beliebiges St�u
k der Autobahn. Die Gesamtanzahl derAutos in diesem St�u
k zur Zeit t ist dann gegeben dur
hZ x2x1 �(x; t)dxund die zeitli
he �Anderung der Zahl der Autos in diesem St�u
k dur
hddt Z x2x1 �(x; t)dx = Z x2x1 ���t (x; t)dx:Die Vertaus
hung der Ableitung mit dem Integral ist hier erlaubt, da wir � alsgen�ugend glatt angenommen haben2.Diese zeitli
he �Anderung mu� glei
h der Rate der Autos sein, die in das betra
hteteSt�u
k Autobahn am Punkt x1 hineinfahren abz�ugli
h der Rate jener Autos, die dasSt�u
k am Punkt x2 wieder verlassen, alsoZ x2x1 ���t (x; t)dx = q(x1; t)� q(x2; t);oder Z x2x1 ���t (x; t)dx = �Z x2x1 �q�x (x; t)dxund damit Z x2x1 h���t (x; t) + �q�x(x; t)idx = 0:Da der Integrand stetig ist und diese Glei
hung f�ur jedes Intervall [x1; x2℄ gilt, mu�der Integrand selber vers
hwinden, so da����t (x; t) + �q�x(x; t) = 0: (1)Wir f�uhren nun eine weitere Annahme ein (die man theoretis
h und experimentellre
htfertigen kann), da� n�amli
h die Flu�rate q von x und t nur �uber die Di
hte �abh�angt, also q(x; t) = G(�(x; t)) oder einfa
h q = G(�):1na
h Za
hmanoglou/Thoe, Introdu
tion to Partial Di�erential Equations with Appli
ations,Dover, 19862Zur Vertaus
hung von Integration und Di�erentiation bei Parameterintegralen kann man ziem-li
h jedes Lehrbu
h der reellen Analysis zu Rate ziehen, z.B. au
h Forster, Analyis 2.



G ist vorerst irgendeine Funktion. Man kann dies z.B. dadur
h plausibel ma
hen, da�ja in der Tat die Verkehrsdi
hte um ein bestimmtes Auto dessen Ges
hwindigkeit be-ein
u�t.Wel
he Form die Funktion G nun hat, also wie die Beziehung zwis
hen q und � genauaussieht, h�angt von vielen Faktoren ab, z.B. Wetter, Stra�enzustand, Ges
hwindig-keitsbegrenzungen usw. Wir benutzen hier die (experimentell bestimmte) Beziehungq = 
�(1� �=�1); (2)wobei �1 die maximal m�ogli
he Autodi
hte (also Autos pro L�angeneinheit) der Stra-�e und 
 die dur
hs
hnittli
he freie Ges
hwindigkeit, also der Dur
hs
hnitt der Ge-s
hwindigkeiten, mit denen die einzelnen Autos auf einer leeren Autobahn fahrenw�urden, darstellt. Die einfa
hstm�ogli
he Beziehung, da� n�amli
h q und � proportionalzueinander sind, also q = 
�, ist si
herli
h f�ur gro�e Di
hten � ni
ht zu re
htfertigen.Wie beim logistis
hen Wa
hstum f�ugen wir also den einfa
hsten D�ampfungsterm,n�amli
h �
�2=�1, hinzu und erhalten dann die Beziehung (2).Wir setzen diese nun in Glei
hung (1) ein und erhalten���t + 
�1� 2 ��1 ����x = 0:Wir vereinfa
hen diese Glei
hung no
h, indem wir die normalisierte Di
hte d = �=�1einf�uhren: �d�t + 
(1 � 2d)�d�x = 0:Hier messen wir also ni
ht die absolute Verkehrsdi
hte � zur Zeit t am Punkt x,sondern das Verh�altnis dieser Verkehrsdi
hte zur maximal m�ogli
hen �1.Die Anfangsbedingung d0 gibt das anf�angli
he Verh�altnis (also zur Zeit t = 0) derVerkehrsdi
hte zur maximal m�ogli
hen Verkehrsdi
hte auf der Autobahn an.Wenn das anf�angli
he Di
hteverh�altnis entlang der Fahrtri
htung abnimmt, solltees zu keinen S
ho
ks, also "Staus\ kommen; nimmt sie hingegen zu, so kann diesdur
haus passieren. Dieses Verhalten sollte man bei der L�osung der Aufgabe erken-nen k�onnen.In �ahnli
herWeise wie hier k�onnen aus physikalis
hen Prinzipien wie Massen-, Impuls-und Energieerhaltung z.B. die Di�erentialglei
hungen der Fluiddynamik hergeleitetwerden.


