
Te
hnis
he Universit�at Berlin Wintersemester 2011/2012Institut f�ur MathematikDr. Hans-Christian KreuslerDi�erentialglei
hungen I3. �UbungsblattAbgabe in den Tutorien 17. / 18. NovemberAufgabe 1.: 4 PunkteIst X ein unendli
hdimensionalerBana
h-Raum, u0 2 X und r > 0, so ist die KugelB(u0; r) = fv 2 X : kv � u0k � rg na
h dem Rieszs
hen Kompaktheitssatz ni
htkompakt. Daher mu� das Bild einer auf B(u0; r) de�nierten stetigen Funktion ni
htbes
hr�ankt sein.Als Beispiel hierzu betra
hten wir den Raum X = l2 der quadratis
h summierba-ren Folgen u = (u1; u2; : : : ) mitkukl2 := � 1Xk=1 jukj2�1=2 <1und die auf der Einheitskugel B(0; 1) � l2 dur
hf(u) := � 1Xk=1 2�k1 + 3�k � uk ; 0; 0; : : : �de�nierte Abbildung f .Zeige, da� f wohlde�niert ist, in l2 abbildet und stetig ist und da� das Bild vonB(0; 1) unter f unbes
hr�ankt ist.Aufgabe 2.: 3 PunkteEs sei f wie in Aufgabe 1 de�niert. L�ose das Anfangswertproblem( u0(t) = f(u(t));u1(0) = 2; u2(0) = 19=9; uk(0) = 3�k f�ur k = 3; 4; : : :auf einem geeigneten Zeitintervall I. Liegt diese L�osung in C1(I; l2)?



Aufgabe 3.: 4 PunkteEs seiX � C(R;R) der Raum aller stetigen Funktionen u : R ! R mit limx!�1 u(x) = 0,versehen mit der Supremumsnorm. Es sei k 2 L1(R) und(Ku)(x) := Z 1�1 k(x� y)u(y)dy; u 2 X; x 2 R:(i) Zeige, da� alle Funktionen u 2 X glei
hm�a�ig stetig und bes
hr�ankt sind.(ii) Zeige, da� K eine Abbildung von X in si
h, linear und bes
hr�ankt ist.(iii) Es gelte R1�1 jk(y)jdy < 1. Zeige, da� es dann zu jedem f 2 X genau ein u 2 Xgibt, so da� u�Ku = f gilt.1Aufgabe 4.: 3 PunkteGib mindestens drei Literaturquellen an, in denen der folgende Satz von Mazurbewiesen wird und formuliere einen Beweis in eigenen Worten. Der Satz von mazurlautet: Sei X ein Bana
h-Raum und A � X eine relativ kompakte Menge.Dann ist au
h die konvexe H�ulle 
o(A) von A relativ kompakt.

1Wen es interessiert: Dies ist eine H�alfte der Fredholms
hen Alternative f�ur diesen konkretenOperator.



Wie Bana
h zu seinem Doktortitel kam2Stefan Bana
h (1892-1945) wurde in Krakau (heute Krak�ow) geboren, verbra
htesein wissens
haftli
hes Leben jedo
h in Lemberg (heute Lwiw in der Ukraine).Ulam, einer seiner S
h�uler, hat �uber ihn ges
hrieben und ihn so ges
hildert3:Bana
h, by the way, was a very e

entri
 person in his habits and hispersonal life. He would not take any examinations at all, disliking themintensely. But he wrote so many original papers and proposed so manynew ideas that he was granted a do
tor's degree several years later withoutpassing any of the regular exams.S
hon am Anfang seiner Karriere zeigte er wenig Neigung, seine neuen Resultateau
h aufzus
hreiben. Als die Lemberger Professoren den Eindru
k hatten, er habegen�ugend Material f�ur eine Dissertation beisammen, s
hi
kten sie einen Assistentenaus, um Bana
h diskret na
h dem Stand seiner Fors
hungen auszuhor
hen. DieserAssistent mu�te dann die S�atze und Beweise, die Bana
h ihm erkl�art hatte, zu Pa-pier bringen, und na
h geraumer Zeit blieb f�ur letzteren nur no
h die Aufgabe, dengesammelten Text zu redigieren; im Juni 1920 wurde die Dissertation eingerei
ht undzwei Jahre sp�ater ers
hien sie in Fundamenta Mathemati
ae. Aber es gab no
h einem�undli
he Pr�ufung, und wieder mu�ten die Professoren zu einem Tri
k greifen. EinesTages bat einer von ihnen Bana
h in einen Seminarraum unter dem Vorwand, es sei-en gerade ein paar ausw�artige Mathematiker da, die bei einem bestimmten Problemni
ht weiterk�amen und ob er mit ihnen viellei
ht ein paar Fragen diskutieren wolle.Das tat Bana
h nur zu gerne, und als na
h einiger Zeit alle Fragen zur Zufrieden-heit der G�aste { man ahnt es bereits, es handelte si
h um die Pr�ufungskommission {beantwortet waren, stand der Promotion ni
hts mehr im Wege. 1922 folgte die Ha-bilitation; die Details der Pr�ufung sind leider ni
ht �uberliefert.Der Titel des oben zitierten Bu
hes von Mauldin spielt auf folgende Begebenheit an.Teil der Bana
hs
hen Exzentrit�at war gewi� seine Vorliebe, im Caf�e zu arbeiten stattin der Universit�at, und zwar zuerst im Caf�e Roma ("He used to spend hours, evendays there, espe
ially towards the end of the month before the university salary waspaid.\4) und dann, als die Kreditsituation im Roma prek�ar wurde, im S
hottis
henCaf�e direkt gegen�uber. Dort haben endlose mathematis
he Diskussionen stattgefun-den, haupts�a
hli
h zwis
hen Bana
h, Mazur5 und Ulam ("It was hard to outlast oroutdrink Bana
h during these sessions\, s
hreibt letzterer), deren wesentli
he Punktein einer vom Kellner des s
hottis
hen Caf�es verwahrten Kladde festgehalten wurden;bevor sie anges
ha�t wurde, s
hrieb man { sehr zum �Arger des Personals { direktauf die Marmortis
he. Diese Kladde ist heute allgemein als "das S
hottis
he Bu
h\bekannt, es ist, mit einleitenden Artikeln von Mauldin als Bu
h herausgegeben wor-den. Im S
hottis
hen Bu
h werden Probleme der Funktionalanalysis, der Theorie derreellen Funktionen und der Ma�theorie diskutiert; man
he sind bis heute ungel�ostgeblieben. F�ur einige Probleme wurden Preise ausgelobt, die von einem kleinen GlasBier �uber eine Flas
he Wein bis hin zu einem kompletten Abendessen und einerlebenden Gans6 rei
hten.2Na
h: D. Werner, Funktionalanalysis, 4. Au
age, Springer, Berlin, 2002, S. 42.3D. Mauldin, The S
ottish Book: Mathemati
s from the S
ottish Caf�e, Birkh�auser, Basel, 1981,S. 5.4ebd. , S. 75si
! Eben jener.6En
o l�oste das entspre
hende Problem 1973 und bekam daf�ur in Wars
hau eine lebende Gans�uberrei
ht.


