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1. �Ubungsblatt zur Vorlesung Funktionalanalysis 2

(Spektrum von Operatoren)

Aufgabe 1

Es seien X und Y Banachr�aume. Beweisen Sie, dass die Menge der bijektiven stetigen linearen Operatoren
in L(X;Y ) o�en ist.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie das Punktspektrum �p(T ), das kontinuierliche Spektrum �c(T ) und das Restspektrum
�r(T ) des Operators

T : C([0; 1];R)! C([0; 1];R); (Tx)(t) =

Z t

0

x(s) ds:

Zeigen Sie

lim
n!1

kTnk1=n < kTk:

Aufgabe 3

Sei s 2 R n f0g. Bestimmen Sie �p, �c und �r f�ur den Operator

Ts : B(R;C)! B(R;C); (Tx)(t) = x(t+ s):

Hierbei ist B(R;C) der mit der Supremumsnorm versehene (komplexe) Banachraum der beschr�ankten
Funktionen von R nach C.

Aufgabe 4

Sei X ein Banachraum und T 2 L(X) mit kTk 2 �(T ). Zeigen Sie:

kI + Tk = 1 + kTk:

Aufgabe 5

Seien X ein komplexer Banachraum und T 2 L(X). Eine wichtige Methode zur L�osung der linearen
Gleichung

x� Tx = y

ist die sukzessive Approximation. Es handelt sich dabei um die Fixpunktiteration

xn+1 = y + Txn:

Zeigen Sie:

(a) Liegt das Spektrum von T im Kreis j�j < 1, so besitzt das Problem f�ur jedes y 2 X eine eindeutige
L�osung x� und die Folge (xn) konvergiert f�ur jeden Startwert x0 2 X gegen x�.

(b) Gibt es einen Punkt � im Spektrum mit j�j > 1, so existiert ein y 2 X und ein Startwert x0 2 X, f�ur
welchen die Folge (xn) divergiert.

Hinweis: W�ahle x0 = 0.


