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2. �Ubungsblatt zur Vorlesung Funktionalanalysis 2

(Kompakte und selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum)

Aufgabe 1

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils: Es existieren ein unendlichdimensionaler Banachraum X und ein
kompakter Operator T 2 L(X), sodass

(a) 0 2 �p(T ),

(b) 0 2 �c(T ),

(c) 0 2 �r(T ).

�Andert sich etwas, wenn X ein Hilbertraum und T auch selbstadjungiert sein sollen?

Aufgabe 2

Sei X ein komplexer Banachraum und � ein Eigenwert von T 2 L(X). Die Menge
S
1

n=1N (�I�T )n hei�t
algebraischer Eigenraum und seine Dimension algebraische Vielfachheit von �. Die Anzahl der voneinander
verschiedenen Mengen N (�I � T )n hei�t Rang von �.

Beweisen Sie: Ist X ein Hilbertraum und T selbstadjungiert, so ist der Rang jedes Eigenwertes von T
gleich 1. Dementsprechend stimmt die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen (der Dimension
des Eigenraums) �uberein.

Aufgabe 3

Sei X ein separabler Hilbertraum und (en) eine Orthonormalbasis von X. Der lineare Operator T : X ! X
sei de�niert durch

Ten =
1

n
(e1 + en):

�Uberzeugen Sie sich, dass Y = R(T ) ein invarianter Unterraum von T ist. Zeigen Sie dann:

(a) Der Operator T ist beschr�ankt und kompakt.

(b) Der Pr�ahilbertraum Y ist nicht vollst�andig. (Dies folgt auch aus (c). Geben Sie hier ein z 2 X \Y nY
explizit an.)

(c) Die Einschr�ankung S : Y ! Y von T auf Y ist kompakt, aber es existiert kein
"
adjungierter\ Operator

S� : Y ! Y mit

(Sx; y) = (x; S�y) f�ur alle x; y 2 Y .

Aufgabe 4

Es seien T 2 L(X) ein normaler, kompakter Operator auf einem komplexen Hilbertraum X und p ein
Polynom ohne konstantes Glied. Es sei S = p(T ). Zeigen Sie, dass �(S) = p(�(T )) und der zu � 2 �(S)
geh�orige Eigenraum E�(S) die direkte Summe der Eigenr�aume E�k(T ) ist, f�ur welche p(�k) = � ist. (Ist
0 kein Eigenwert, so sei E0 = f0g).

Aufgabe 5

Seien X = `2(C) und

T : X ! X : x = (x1; x2; x3; : : : ) 7! (x2=2; x3=3; : : : ):

Bekanntlich ist T kompakt. Man beweise, dass kein S 2 L(X) existiert mit S2 = T .


