TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN Berlin, den 13.01.2012
Institut fiir Mathematik

Dr. Patrick Winkert

André Uschmajew

11. Ubungsblatt zur Vorlesung Funktionalanalysis 2

(Rieszscher Darstellungssatz)

Aufgabe 1
Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Implikationskette

X normal = X vollstindig regulir = X regulir = X hausdorffsch = X Tj-Raum = X Tjp-Raum.

Zeigen Sie dariiberhinaus, dass metrische Rdume und kompakte hausdorffsche Rdume normal sind.

Aufgabe 2
Sei X ein kompakter topologischer Hausdorffraum, ¢ € RCA(X) und g € B(X,B). Zeigen Sie, dass
dann p, definiert durch

po(d) = [ gan. aes

ebenfalls in RCA(X) liegt. Fiir alle f € B(X, B) gilt

[ g = [ sadn.

In den folgenden Aufgaben geht es um den Rieszschen Darstellungssatz in der von Riesz urspringlich
bewiesenen Form. Wir betrachten nur reelle Rdume.

Aufgabe 3
Sei a < b. Die Variation einer Funktion g: [a,b] — R iiber einem Teilintervall [a, 8], a < o < f < b, ist
definiert als

B
V(g) = sup{ > lglax) —g(mk71)l}7 Z =A{z0,21,...,n}, a=x0<x < <2y =P
“ ereZ\{a}

b
Die Funktion g heiit von endlicher Variation, wenn \/(g) < oo ist. Die Funktionen endlicher Variation

bilden einen Untervektorraum BV]a,b] von Bla,b] (beschrinkte Funktionen). Zeigen Sie:

(a) Nicht jede auf [a.b] stetige Funktion ist von endlicher Variation, aber jede Lipschitz-stetige.
B8
(b) (freiwillig) Fiir € («, B) gilt \/( )+ \/( ) =V(9).

«
(c¢) Eine Funktion ist genau dann von beschrankter Variation, wenn sie als Differenz zweier monoton

wachsender Funktionen darstellbar ist.
xr

Hinweis: Offenbar ist 7(z) = \/(g), 7(a) = 0, monoton wachsend.

(d) Eine Funktion beschrénkter Variation besitzt hichstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, und diese

sind erster Art (das heifit, links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren).

(e) Die Relation g; ~ go, definiert durch g;(a) = ga2(a) + ¢, g1(b) = g2(b) + ¢ und g1 () = g2(x) + ¢ in
allen gemeinsamen Stetigkeitspunkten fiir ein gewisses ¢ € R, ist eine Aquivalenzrelation zwischen
Funktionen beschriinkter Variation. Jede Aquivalenzklasse besitzt genau einen in (a, b) rechtsstetigen
Vertreter mit g(a) = 0. Die Menge dieser Vertreter bildet einen Vektorraum BVj|a, b], auf dem

lgllsv, = V(o)

a

eine Norm definiert.

Bitte wenden!



Aufgabe 4
Seien f € Cla,b], g € BV][a,b] und Z,, eine Folge von Zerlegungen mit max |z — xk_1| — 0. Das
Stieltjes Integral von f beziiglich g ist definiert als Grenzwert ox€Zm\{a}

b
[ @ dge) = tm ¥ fenlglm) - glon),

m—00
Tl EZm\{a}

Beweisen Sie:
(a) (freiwillig) Dieser Grenzwert existiert und héngt nicht von der Wahl der Folge Z,,, ab.
(b) (freiwillig) Besitzt g eine stetige Ableitung, so ist ff f(z)dg(t) = ff f(z)g'(x) dx.

(c) Ist ff f(z)dg(z) = 0 fiir alle f € C[a,b], so ist g zu 0 dquivalent (also g = 0 in BVya, b]).

Aufgabe 5
Der Rieszsche Satz lautet:

b
Jedes stetige Funktional auf Cla,b] ist von der Form f / f(z)dg(z) fir ein g € BV][a,b].

Zeigen Sie, um den Zusammenhang zur Vorlesung herzustellen, folgendes (ohne Riickgriff auf den Darstel-
lungssatz aus der Vorlesung):

(a) Seil € (Cla,b])’ und I’ eine normerhaltende Fortsetzung auf B[a,b]. Dann ist

(z) = 0 fir x = a,
9 B l/(X[a,z]) fir z € (a7 b]a

eine Funktion beschriankter Variation und es gilt I(f) = f: f(z)dgi(z) fir alle f € Cla,b].
(b) Die Abbildung

b
T: BYofat] = Clat)'s (To)() = [ fla)dgto)
ist ein isometrischer Isomorphismus.
(c) Ist B die Borel-o-Algebra auf [a, b], und p ein reellwertiges, regulires Borelma8, so ist

0 fir x = a,
gu(z) = {u([a,x]) fiir z € (a,b],

von beschrénkter Variation und es gilt [, ;) fdu = f: f(z)dg,(x) fir alle f € Ca,b]. Die Abbildung
[ g, ist ein isometrischer Isomorphismus von RC'A[a,b] nach BVy[a, b].

(d) Stellen Sie das Funktional é,,(f) = f(zo) als Stieltjes Integral dar und bestimmen Sie das zugehorige
regulére Borelmaf.



