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Aufgabe 1 1+3 Punkte

1. Formen Sie den folgenden Ausdruck um, so dass für x ≈ 0 keine Auslöschung auftritt:
1

x+1 − (x+ 1).

2. Unterziehen Sie den folgenden Ausdruck einer Fehleranalyse:
1
y − y.

Aufgabe 2 1+4 Punkte

1. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion mit der Signatur

function is sym = check sym(A)

welche prüft ob die Matrix A ∈ Rn,n symmetrisch ist. Es soll eine der MATLAB Konstanten
true oder false zurückgegeben werden.

2. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion mit der Signatur

function L = chol 2by2(A)

die die Cholesky-Zerlegung einer symmetrischen positiv definiten 2-mal-2 Matrix A ∈ R2,2

berechnet. Wenn die Matrix nicht 2-mal-2, symmetrisch oder positiv definit ist soll L = 0
zurückgegeben werden. Benutzen Sie die Funktion aus 1. um die Symmetrie zu überprüfen.

Aufgabe 3 5 Punkte
Bestimmen Sie α, β ∈ R und x ∈ R, so dass die Quadraturformel∫ 1

−1
f(ξ)dξ ≈ αf(−1) + βf(−x) + βf(x) + αf(1)

möglichst hohen Exaktheitsgrad hat.

Hinweis: Der genaue Exaktheitsgrad muss nicht bestimmt werden. Es treten Ausdrücke auf, die nicht
so schön sind.

Aufgabe 4 4 Punkte
Es sei A ∈ Rn,n und λ ∈ C ein Eigenwert zum Eigenvektor v ∈ Cn \ {0}. Wie im Skript bezeichne
rA(x) :=

xTAx
xT x

den Rayleight-Quotienten von x ̸= 0 bzgl. A.

Zeigen Sie, dass dann die Abschätzung

∥rA(x)− λ∥ ≤ 2∥A∥∥x− v∥
∥x∥

für alle x ∈ Cn mit ∥x∥ = ∥v∥ gilt, wobei ∥ · ∥ die euklidische Norm bezeichnet.



Aufgabe 5 2+2 Punkte

1. Man gebe eine explizite Formel für das eindeutige Interpolationspolynom p ∈ Π3 an, welches
die Interpolationsbedingungen

p(0) = 0, ṗ(0) = 1, p̈(0) = p1 p(1) = p2 + 1,

erfüllt (z.B. mit Hermite Interpolation).

2. Man berechne die absolute Kondition des Verfahrens welches durch f : R2 → R mit

f(p1, p2) = p(2),

gegeben ist, wobei p eben das Polynom aus 1. ist. Es soll die euklidische Norm verwendet
werden.

Aufgabe 6 5 Punkte

Es seien

A :=

10 3 1
4 8 0
0 1 2

 , b :=

2024
6

 , und x0 :=

26
2

 ,

Führen Sie einen Schritt mit dem Jacobi-Verfahren (=Gesamtschrittverfahren) und Startwert x0 aus
um das lineare Gleichungssystem Ax = b zu lösen. Konvergiert das Verfahren? Warum?

Aufgabe 7 4+2 Punkte

Der Datensatz

xi 0 1 2

yi
1
2e 1 2

e

soll möglichst gut (im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate) durch die Funktion

y = g(x; a) = e−(x−a)2

beschrieben werden.

1. Stellen Sie das lineare Ausgleichsproblem auf, welches sich ergibt, wenn man das Problem mit
dem Gauß-Newton-Verfahren lösen will und dabei den Startwert a0 = 1 benutzt.

2. Bestimmen Sie dann die Lösung des linearisierten Problems mit einem Verfahren Ihrer Wahl.
Dabei empfiehlt es sich der Einfachheit halber das Problem vorher so zu skalieren, dass nur
einfache Zahlen vorkommen.



Aufgabe 8 2 Punkte

Es sei y : R → R eine unendlich oft differenzierbare Funktion, welche die Differentialgleichung

ÿ(t) = f (t, y(t), ẏ(t))

löst, wobei f stetig differenzierbar sei. Geben Sie die dritte Ableitung von y unter Benutzung der
Kettenregel an, d.h. geben Sie y(3) an, unter Benutzung der Funktion f und ihrer Ableitungen, y, und
ẏ, ohne aber höhere Ableitungen von y zu benutzen.

Aufgabe 9 5 Punkte

Gesucht sei eine Lösung y : R → R der Differentialgleichung

0 =
d

dt

(
a(t)

d

dt
y(t)

)
, (1)

wobei a : R → R durch a(t) := exp
(
−t2

)
gegeben ist.

1. Formulieren Sie das Problem als eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung und
führen Sie dann einen Schritt mit dem modifizierten Euler Verfahren

0
1
2

1
2

0 1

durch. Dabei sollen die Schrittweite h = 1 und die Anfangswerte y(0) = 1 und ẏ(0) = 1
benutzt werden.

Zusatzaufgabe 3 Punkte

2. Um eine Lösung von (1), welche den Rangbedingungen y(0) = 0, y(10) = 3 genügt, zu
bestimmen soll das Schiessverfahren verwendet werden. Es bezeichne dazu Y : R × R → R
diejenige Funktion, welche jedem Zeitpunkt t ∈ [0, 10] und jeder Startgeschwindigkeit v0 ∈ R
die eindeutige Lösung y von (1) mit Anfangswerten

y(0) = 0
ẏ(0) = v0

zum Zeitpunkt t ∈ R zuordnet, d.h. es sei dann

Y (t, v0) = y(t).

Ferner bezeichne Ψ : R× R → R die partielle Ableitung von Y nach v0, d.h.

Ψ(t, v0) :=
∂

∂v0
Y (t, v0).

Geben Sie das entsprechende Newtonverfahren formal an und die Anfangswertprobleme, die in
einem Schritt des Newtonverfahrens zu lösen sind.

Hinweis: Teil 1. spielt hier keine Rolle mehr.


